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1

สมการเชิงอนพุนัธเปนพืน้ฐานท่ีสาํคญัของคณติศาสตรสาํหรบัวศิวกร เพราะความสมัพนัธ

ระหวางปรมิาณตางๆ และกฎตางๆ ทางฟสกิส มักจะปรากฏในรปูสมการเชิงอนพุนัธ จากท่ีผานมา

ไดทําการศึกษาเกี่ยวกับสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนอันดับหนึ่ง ในบทนี้จะไดขยายมโนภาพ

ออกไปศกึษาวธิกีารหาคําตอบของสมการเชงิอนุพนัธสามญัเชงิเสนทัว่ไป หรอืสมการเชงิอนพุนัธ

สามัญเชิงเสนอันดับ n โดย n เปนจํานวนเต็มบวก

1.1 สมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนอันดับ n 
(Linear Differential Equation of Order n)

บทนิยาม 1.1.1
 

สมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนอันดับ n หมายถึง สมการเชิงอนุพันธที่สามารถเขียน

ในรูปทั่วไปไดเปน

a0(x) 
dny
dxn  + a1(x)

dn – 1y
dxn – 1

 + a2(x)
dn – 2y
dxn – 2  +  …  + an – 1(x)

dy
dx

 + an(x)y = f(x)
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 โดยที่ a0(x), a1(x), a2(x), …, an(x) และ f(x) ตางเปนฟงชันของตัวแปร x ที่มีความตอ

เนื+องบนชวงปดของจํานวนจริง a x b และ a0(x) 0

ตัวอยางเชน

 d2y
dx2

 + 3x dy
dx   + x3y = ex 

เปนสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนอันดับ 2

 d3y
dx3

+ x d2y
dx2

+ 3x2 dy
dx  – 5y = sin x 

เปนสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนอันดับ 3

จากบทนิยาม 1.1.1 ถา f(x) = 0 จะได 

a0(x)
dny
dxn

+ a1(x)
dn – 1y
dxn – 1

 + a2(x)
dn – 2y
dxn – 2

 + … + an – 1(x)
dy
dx  + an(x)y = 0

เรยีกสมการน้ีวา สมการเชิงอนพุนัธสามัญเชงิเสนแบบเอกพันธอนัดบั n (Homogeneous 

Linear Differential Equation of Order n)

ตัวอยางเชน 

 d2y
dx2

 – 2 dy
dx  – 3y = 0

เปนสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบเอกพันธอันดับ 2

 d3y
dx3

 + 2 d2y
dx2

+ 4x dy
dx  + x2y = 0 

เปนสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบเอกพันธอันดับ 3

แตถา f(x) 0 จะได

a0(x)
dny
dxn

 + a1(x) d
dn – 1y
dxn – 1

 + a2(x)
dn – 2y
dxn – 2

 + … + an – 1(x)
dy
dx  + an(x)y = f(x)

เรียกสมการนี้วา สมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบไมเอกพันธอันดับ n (Nonhomo-

geneous Linear Differential Equation of Order n)
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ตัวอยางเชน 

 y + 3y  + 2y  = 4x2 

เปนสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบไมเอกพันธอันดับ 2

 y  + y  =  x2 + ex 

เปนสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบไมเอกพันธอันดับ 2

d3y
dx3

+ d2y
dx2

+ 4x dy
dx  – 4y = ex

เปนสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบไมเอกพันธอันดับ 3

ตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ (Differential Operator)

เพื+อความสะดวกในการศึกษาสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนอันดับ n จะใชสัญลักษณ

แทนอนุพันธเทียบกับตัวแปรอิสระ x ดังนี้

 D  = d
dx , D2 = d2

dx2 , D3 = d3

dx3 , …, Dn = dn

dxn

เรียก Di เมื+อ i = 1, 2, 3, …, n วา ตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ

ถา y เปนฟงกชันของ x ที่สามารถหาอนุพันธไดถึงอันดับ n จะได

 Dy  = dy
dx , D2y = d

2y
dx2

, D3y = d3y
dx3

, …, Dny = d
ny

dxn

และสังเกตไดวา D0y = y

เราเรียกสัญลักษณ D0 วา ตัวดําเนินการเอกลักษณ (Identity Operator)

จากการที่เราแทนสัญลักษณ d
dx  ดวย D จะไดวา D มีลักษณะเหมือนกับฟงกชันท่ีมี 

โดเมนเปนเซตของฟงกชันที่สามารถหาอนุพันธได และเรนจเปนเซตของฟงกชัน ดังแผนภูม ิ

ดังรูปที่ 1.1
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D

3x2

–2 sin 2x

10e10x

X3

cos 2x

e10x

รูปที่ 1.1 

ตัวอยางตัวดําเนินการเอกลักษณ เชน 

กําหนดให  y  = 4x3 + 3x2 + 1 

จะได Dy และ D2y ดังน้ี

 Dy = dy
dx  = d

dx (4x3 + 3x2 + 1) 

  = 12x2 + 6x

 D2y = d2y
dx2

 = d
dx

dy
dx  = d

dx (12x2 + 6x) 

  = 24x + 6

กําหนดให  y  = 3e–4x + 5e2x + 4x2 

จะได Dy, D2y และ D3y ดังนี้

 Dy = dy
dx  = d

dx (3e–4x + 5e2x + 4x2) 

  = –12e–4x + 10e2x + 8x
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 D2y  = d2y
dx2

 = d
dx

dy
dx  

  = d
dx (–12e–4x + 10e2e + 8x) 

  = 48e–4x + 20e2x + 8

 D3y  = d3y
dx3

 = d
dx

d2y
dx2

 

  = d
dx (48e–4x + 20e2x + 8) 

  = –192e–4x + 40e2x 

กําหนดให  y  = 2 sin 3x – cos 2x

จะได Dy, D2y และ D3y ดังนี้

 Dy  = dy
dx  = d

dx (2 sin 3x – cos 2x) 

  = 6 cos 3x + 2 sin 2x

 D2y  = d2y
dx2

 = d
dx

dy
dx  

  = d
dx (6 cos 3x + 2 sin 2x) 

  = –18 sin 3x + 4 cos 2x

 D3y = d3y
dx3

 = d
dx

d2y
dx2

  

  = d
dx (–18 sin 3x + 4 cos 2x) 

  = –54 cos 3x – 8 sin 2x
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จากการใชสญัลกัษณดงักลาว สามารถเขยีนสมการเชงิอนพุนัธสามญัเชิงเสนอนัดับ n ไดดงันี้

  a0(x)D
ny + a1(x)D

n – 1 y + a2(x)D
n – 2y + … + an – 1(x)Dy + an(x)y  =  f(x)

หรือ  a0D
ny + a1 D

n – 1 y + a2D
n – 2 y + … + an – 1 Dy + any  =  f(x)

หรือ  (a0 D
n + a1D

n – 1 + a2 D
n – 2 + … + an – 1D + an)y  =  f(x)

และถาให  Q(D) =  a0 D
n +a1 D

n – 1 + a2 D
n – 2 + … + an – 1 D + an 

จะได Q(D)y  = f(x)

ตัวอยางเชน 

 d2y
dx2

 – 3 dy
dx  – 10y = x2 + 3

สามารถเขียนไดเปน 

 D2y – 3Dy – 10y  =  x2 + 3

  (D2 – 3D –10)y  =  x2 + 3

จะได  Q(D)  = D2 – 3D – 10 

หรือ d3y
dx3

 + 4 d2y
dx2

 – 4 dy
dx  + 5y  = sin x

สามารถเขียนไดเปน 

 D3y + 4D2 y – 4Dy + 5y  =  sin x

  (D3 + 4D2 – 4D + 5)y  =  sin x

จะได Q(D)  =  D3 + 4D2 – 4D + 5
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บทนิยาม 1.1.2  

ถาให  Q(D) =  a0 D
n + a1 D

n – 1 + a2 D
n – 2 + … + an – 1 D + an

โดยที่ a0, a1, a2, …, an เปนฟงกชันของ x และ a0 0 และเรียก Q(D) วา ตัวดําเนินการ 

เชิงอนุพันธอันดับ n (Differential Operator of Order n) และใหนิยาม Q(D) y ดังนี้

 Q(D)y  =  (a0 D
n + a1 D

n – 1 + a2 D
n – 2 + … + an – 1 D + an)y

  =  a0 D
n y + a1 D

n – 1 y + a2D
n – 2 y + … + an – 1 Dy + any 

ตัวอยาง 1.1 กําหนด Q(D) และ y จงหาคาของผลการดําเนินการเชิงอนุพันธ (Q(D)y) ตอไปนี้

ก.  Q(D) = D2 – 3D – 10, y = e2x

ข.  Q(D) = x2D2 + 4D + 7, y = sin x

ค.  Q(D) = D3 – 3D2 + 3D – 1, y = ex

วิธีทํา

ก. Q(D) = D2 – 3D – 10, y = e2x

 Q(D)y  =  (D2 – 3D – 10)(e2x) 

  =  D2(e2x) – 3D(e2x) – 10(e2x)

  =  D(2e2x) – 3(2e2x) – 10e2x 

  =  4e2x – 6e2x – 10e2x

  =  –12e2x

ข. Q(D) = x2D2 + 4D + 7, y = sin x

 Q(D)y = (x2D2 + 4D + 7)sin x

   =  x2 D2(sin x) + 4D(sin x) + 7 sin x

   =  x2 D(cos x) + 4 cos x + 7 sin x

   =  –x2 sin x + 4 cos x + 7 sin x 
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ค. Q(D) = D3 – 3D2 + 3D – 1, y = ex

 Q(D)y  =  (D3 – 3D2 + 3D – 1)ex

   =  D3(ex) – 3D2(ex) + 3D(ex) – (1)(ex)

   =  D2(ex) –3D(ex) + 3ex – ex

   =  D(ex) – 3ex + 3ex – ex

   =  ex – 3ex + 3ex – ex 

   = 0

ทฤษฎีบท 1.1.1  

ตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ Q(D) มีสมบัติเชิงเสน กลาวคือ ถาให y และ z เปนฟงกชัน

ของ x ที่หาอนุพันธไดถึงอันดับ n และ c1, c2 เปนคาคงตัวแลว จะได

 Q(D)(c1y + c2z)  =  c1Q(D)y + c2Q(D)z

พิสูจน Q(D)(c1y + c2z)

  = (a0 D
n + a1 D

n – 1 + a2 D
n – 2 + … + an – 1D + an)(c1y + c2z)

  = a0D
n(c1y + c2z) + a1D

n – 1(c1y + c2z) + … + an – 1D(c1y + c2z) + an(c1y + c2z)

  = a0 D
n c1y + a0 D

n c2z + a1 D
n – 1 c1y + a1D

n – 1 c2z + … + an – 1 Dc1y 

   + an – 1 Dc2z + an c1y + an c2z

  = c1(a0 D
n y + a1D

n – 1
 y + … + an – 1Dy + any) + c2(a0 D

nz + a1D
n – 1z 

   + … + an – 1 Dz + anz)

  = c1Q(D)y + c2Q(D)z

จากผลที่ไดนี้ สามารถขยายออกไปไดดังนี้

Q(D)(c1y1 + c2y2 + … + cnyn) = c1Q(D)y1 + c2Q(D)y2 + … + cnQ(D)yn

เมื+อ c1, c2, …, cn เปนคาคงตัว
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บทนิยาม 1.1.3  

ให Q1(D) และ Q2(D) เปนตัวดําเนินการเชิงอนุพันธอันดับ n

  การบวกของ Q1(D) และ Q2(D)

กําหนดโดย (Q1(D) + Q2(D))y = Q1(D)y + Q2(D)y ทุกฟงกชัน y ของ x ใดๆ 

  การคูณ Q1(D) ดวยคาคงตัว c

กําหนดโดย (cQ1(D))y = c(Q1(D)y) ทุกฟงกชัน y ของ x ใดๆ 

  การคูณของ Q1(D) และ Q2(D) 

กําหนดโดย (Q1(D)Q2(D))y = Q1(D)(Q2(D)y) ทุกฟงกชัน y ของ x ใดๆ 

ตัวอยางเชน 

 Q1(D)  = D2,  Q2(D)  =  D,  y = x2 

จะไดวา

  (Q1(D) + Q2(D))y  =  (D2 + D)(x2)

  =  D2x2 + Dx2 = 2 + 2x

  (5Q1(D))y  =  5(Q1(D)y)

   =  5(D2x2) = 10

  (Q1(D)Q2(D))y  =  Q1(D)(Q2(D)y)

  =  D2(Dx2) = D2(2x) = 0

บทนิยาม 1.1.4  

ให p(x) เปนพหุนามในพจนของ x ที่มีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนจริง และ Q(D) เปนตัว

ดําเนินการเชิงอนุพันธอันดับ n ใดๆ ใหนิยามการคูณของ p(x) กับ Q(D) ดังนี้

  (p(x)Q(D))y  = p(x)(Q(D)y)
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ตัวอยางเชน 

 Q(D)  =  D2 + D และ p(x) = x2 – 1 จะได

  (p(x)Q(D))y  =  ((x2 – 1)(D2 + D))y

   =  (x2 – 1)((D2 + D)y)

ทฤษฎีบท 1.1.2   

ถาให Q1(D), Q2(D) และ Q3(D) เปนตัวดําเนินการเชิงอนุพันธอันดับ n จะไดวา

1. Q1(D) + Q2(D) = Q2(D) + Q1(D) 

 (กฎการสลับที่สําหรับการบวก)

2. Q1(D) + (Q2(D) + Q3(D) = (Q1(D) + Q2(D)) + Q3(D)

  (กฎการจัดกลุมสําหรับการบวก)

3. Q1(D)(Q2(D)Q3(D)) = (Q1(D)Q2(D))Q3(D)

  (กฎการจัดกลุมสําหรับการคูณ)

4. Q1(D)(Q2(D) + Q3(D)) = Q1(D)Q2(D) + Q1(D)Q3(D)

  (กฎการกระจาย)

พิสูจน ให y เปนฟงกชันของ x ใดๆ 

1. (Q1(D) + Q2(D))y   =  Q1(D)y + Q2(D)y

   =  Q2(D)y + Q1(D)y

   =  (Q2(D) + Q1(D))y

ดังนั้น  Q1(D) + Q2(D)  = Q2(D) + Q1(D)

2. (Q1(D) + (Q2(D) + Q3(D)))y  =  Q1(D)y + (Q2(D) + Q3(D))y

  =  Q1(D)y + Q2(D)y + Q3(D)y

   = (Q1(D)y + Q2(D)y) + Q3(D)y
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  = (Q1(D) + Q2(D))y + Q3(D)y

   = ((Q1(D) + Q2(D)) + Q3(D))y

ดังนั้น  Q1(D) + (Q2(D) + Q3(D))  =  (Q1(D) + Q2(D)) + Q3(D)

3. (Q1(D)(Q2(D)Q3(D)))y   = Q1(D)(Q2(D)Q3(D))y

  = Q1(D)(Q2(D)Q3(D)y)

   = (Q1(D)Q2(D))Q3(D)y

  =  ((Q1(D)Q2(D))Q3(D))y

ดังนั้น Q1(D)(Q2(D)Q3(D)) = (Q1(D)Q2(D))Q3(D)

4. (Q1(D)(Q2(D) + Q3(D)))y   =  Q1(D)((Q2(D) + Q3(D))y)

  =  Q1(D)(Q2(D)y + Q3(D)y)

   =  Q1(D)(Q2(D)y) + Q1(D)(Q3(D)y)

  =  (Q1(D)Q2(D))y + (Q1(D)Q3(D))y

   =  (Q1(D)Q2(D) + Q1(D)Q3(D))y

ดังนั้น Q1(D)(Q2(D) + Q3(D)) = Q1(D)Q2(D) + Q1(D)Q3(D)

ทฤษฎีบท 1.1.3   

ถา Q1(D) และ Q2(D) เปนตัวดําเนินการเชิงอนุพันธอันดับ n ที่มีสัมประสิทธิ์เปนคา

คงตัวแลว

  Q1(D)Q2(D)  = Q2(D)Q1(D)

พิสูจน 

ให  Q1(D) = a0 D
n + a1D

n – 1 + a2 D
n – 2 + … + an – 1 D + an = 

n

i = 0
aiD

n – i 
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โดยที่ a0, a1, a2, …, an เปนคาคงตัว และ a0 0

 Q2(D)  = b0D
m + b1D

m – 1 + b2 D
m – 2 + … + bm – 1 D + bm = 

m

j = 0
bjD

m – j

โดยที่ b0, b1, b2, …, bn เปนคาคงตัว

ให y เปนฟงกชันของ x ใดๆ ที่สามารถหาอนุพันธไดถึงอันดับ m + n

เพราะวาทุกคาของ i = 0, 1, 2, …, n; j = 0, 1, 2, …, m ไดวา

  aiD
n – i bjD

m – j y  =  aibj D
n–i Dm– j)y

   =  aibj D
m – j(Dn – i y

   =  aibj D
(m + n) – (i + j) y

ดังนั้น 
n

i = 0
aiD

n – i 
m

j = 0
bjD

m – j y = 
m + n

k= 0
ck D

(m + n) – k y

โดยท่ี  c0  = a0b0

 c1  = a0b1 + a1b0 

และ  ck  = 
k

l = 0
a l bk – l

โดยท่ี k  = 0, 1, 2, …, m + n

และ 
m

j = 0
bjD

m – j 
n

i = 0
ai D

n – i y = 
m + n

k= 0
dk D

(m + n) – k y

โดยท่ี  d0  = b0a0

 d1  = b0a1 + b1a0

และ  dk  = 
k

l = 0
blak – l

โดยท่ี k  = 0, 1, 2, …, m + n

ดังนั้น  ck = dk

ทุกคาของ k = 0, 1, 2, …, m + n

สรุปไดวา  Q1(D)Q2(D)  = Q2(D)Q1(D)
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ตัวอยางที่ 1.2 กําหนดให Q1(D) = D + 2, Q2(D) = 3D – 1 จงแสดงวา

 Q1(D)Q2(D)  = Q2(D)Q1(D)

วิธีทํา

 (Q1(D)Q2(D))y  =  Q1(D)(Q2(D)y)

  =  (D + 2)((3D – 1)y)

   = (D + 2)(3Dy – y)

   =  3D2y –Dy + 6Dy – 2y

   =  3D2y + 5Dy – 2y

   =  (3D2 + 5D –2)y

ดังนั้น  Q1(D)Q2(D)  =  3D2 + 5D – 2 

 (Q2(D)Q1(D))y = Q2(D)(Q1(D)y)

  =  (3D – 1)((D + 2)y)

   =  (3D – 1)(Dy + 2y)

   =  3D2y + 6Dy –Dy– 2y

   =  3D2y + 5Dy – 2y

   =  (3D2 + 5D – 2)y

ดังนั้น  Q2(D)Q1(D)  =  3D2 + 5D – 2

นั่นคือ  Q1(D)Q2(D)  =  Q2(D)Q1(D)

หมายเหต ุถา Q1(D) และ Q2(D) เปนตวัดาํเนนิการเชิงอนพุนัธอนัดบั n ทีม่สีมัประสทิธิไ์มใช

คาคงตัวทั้งหมดแลว Q1(D)Q2(D) และ Q2(D)Q1(D) อาจจะไมเทากัน ดังตัวอยางที่ 1.3 ตอไปนี้
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ตัวอยางที่ 1.3 กําหนดให Q1(D) = xD – 2, Q2(D) = D + x และ y = ex จงหาคาของ 

Q1(D)(Q2(D)y) และ Q2(D)(Q1(D)y)

วิธีทํา

 Q1(D)(Q2(D)y)  =  (xD– 2)((D + x)ex)

   =  (xD– 2)(Dex + xex)

   =  (xD –2)(ex + xex) 

   =  (xD)(ex + xex) – 2(ex + xex)

   =  x(Dex + D(xex)) – 2ex – 2xex

   =  x(ex + xex + ex) –2ex –2xex

   =  x(2ex + xex)–2ex – 2xex

   =  2xex + x2ex – 2ex – 2xex

   =  x2ex – 2ex

 Q2(D)(Q1(D)y)  =  (D + x)((xD– 2)ex)

   =  (D + x)(xDex– 2ex)

   =  (D + x)(xex– 2ex)

   =  D(xex– 2ex) + x(xex– 2ex)

   =  (Dxex – 2D(ex)) + x2ex – 2xex

   =  (xex + ex –2ex) + x2 ex – 2xex

   =  (xex– ex) + x2ex – 2xex

   =  x2 ex –xex – ex

จากตัวอยางที่ 1.3 เห็นไดวา Q1(D)(Q2(D)y) Q2(D)(Q1(D)y)

ดังนั้น Q1(D)Q2(D) Q2(D)Q1(D)
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บทนิยาม 1.1.5  

ให Q1(D) และ Q2(D) เปนตัวดําเนินการเชิงอนุพันธอันดับ n

Q1(D) = Q2(D) ก็ตอเมื+อ Q1(D)y = Q2(D)y สําหรับฟงกชัน y ของ x ใดๆ ที่หาอนุพันธ

ไดถึงอันดับ n

ตัวอยางเชน 

 Q1(D)  =  (D + 1)(D + 2)

และ  Q2(D)  = (D2 + 3D + 2)

  Q1(D)y  =  ((D + 1)(D + 2))y

สําหรับฟงกชัน y ของ x ใดๆ

   =  (D + 1)((D + 2)y)

  =  (D + 1)(Dy + 2y)

  =  D2y + D(2y) + Dy + 2y

  =  D2y + 3Dy + 2y

  =  (D2 + 3D + 2)y

  =  Q2(D)y

ดังนั้น  Q1(D)  =  Q2(D) 

นั่นคือ  (D + 1)(D + 2)  =  D2 + 3D + 2

หมายเหตุ ถา Q1(D) และ Q2(D) เปนตัวดําเนินการเชิงอนุพันธอันดับ n ที่มีสัมประสิทธิ์

เปนคาคงตัวทั้งหมด สมบัติทางพีชคณิตของการบวกและการคูณมีสมบัติเชนเดียวกับนิพจนทาง

พีชคณิตของรูปพหุนาม ดังนั้น จึงสามารถใชสมบัติของการบวกและการคูณทางพีชคณิตของ 

พหุนามกับตัวดําเนินการเชิงอนุพันธได เชน การแยกตัวประกอบ 
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ตัวอยางที่ 1.4 จงหาผลคูณของตัวดําเนินการเชิงอนุพันธตอไปนี้

ก. (D – 3 )(D + 5) 

ข.  (D + 4)(D + 2)2 

วิธีทํา

ก.  (D – 3 )(D + 5)  =  D(D + 5) – 3(D + 5)

  =  D2 + 5D –3D – 15

  =  D2 + 2D – 15

ข.  (D + 4)(D + 2)2  =  (D + 4)(D2 + 4D + 4)

  =  (D)(D2 + 4D + 4) + 4(D2 + 4D + 4)

  =  D3 + 4D2 + 4D + 4D2 + 16D + 16

   =  D3 + 8D2 + 20D + 16

ตัวอยางที่ 1.5 จงแยกตัวประกอบของตัวดําเนินการเชิงอนุพันธตอไปนี้

ก. D2 – D – 12

ข.  2D2 + 3D – 2

ค.  D3 – D2 + D – 1

ง.  D3 – 4D2 – 3D + 18

วิธีทํา

ก.  D2 – D – 12 = (D – 4)(D + 3)

ข.  2D2 + 3D – 2 = (2D – 1)(D + 2)

ค.  D3 – D2 + D – 1 = (D – 1)(D2 + 1)

ง.  D3 – 4D2 – 3D + 18 = (D + 2)(D – 3)2
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หมายเหตุ 

1. จากขอ ค. การแยกตัวประกอบของ D3 – D2 + D – 1 ดําเนินการโดยใชวิธีการจัด

กลุมไดดังนี้

 D3 – D2 + D – 1  =  (D3 –D2) + (D – 1)

  =  D2(D – 1) + (D – 1)

  =  (D – 1)(D2 + 1)

2. จากขอ ง. การแยกตัวประกอบของ D3 – 4D2 – 3D + 18 ไมสามารถใชวิธีการจัด

กลุมเพื+อแยกตัวประกอบเหมือนกับที่ดําเนินการในขอ ค. จึงใชวิธีการหารไดดังนี้

ให  Q(D)  =  D3 – 4D2 – 3D + 18

พิจารณาตัวประกอบของ 18 ไดเปน 1, 2, 3, 6, 9, 18 จากตัวประกอบ 

ดังกลาว พบวา

 Q(3)  =  (3)3 – 4(3)2 – 3(3) + 18 

  =  27 – 36 – 9 + 18 = 0

ดังนั้น ไดวา (D – 3) เปนตัวประกอบหนึ่งของ Q(D) ซึ่ง (D – 3) หาร Q(D) ลงตัว และ

หาตัวประกอบที่เหลือโดยการนํา (D – 3) ไปหาร D3 – 4D2 – 3D + 18 โดยการหารยาวหรือ

การหารสังเคราะหตามลําดับไดดังนี้

การหารยาวดําเนินการไดดังนี้

   D – 3)D3 – 4D2 – 3D + 18(D2– D – 6

D3 – 3D2

 –D2 – 3D + 18

 –D2 + 3D 

 –6D + 18

–6D + 18
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จะได  D3 – 4D2 – 3D + 18 = (D – 3)(D2 – D – 6)

  = (D – 3)(D – 3)(D + 2)

  = (D – 3)2(D + 2)

 หรือการหารสังเคราะหดําเนินการไดดังนี้

 3  1  –4  –3 18 
+

     3  –3 –18

   1  –1  –6 0

จะได D3 – 4D2 – 3D + 18 =  (D – 3)(D2 – D – 6)

  =  (D – 3)(D – 3)(D + 2)

  =  (D – 3)2(D + 2)

ดังนั้น  D3 – 4D2 – 3D + 18  = (D + 2)(D – 3)2
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แบบฝกหัด 1.1

 1. จากขอ 1.1 – 1.5 จงหาตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ (Q(D)) ของสมการเชิงอนุพันธตอไปนี้

1.1  dydx  – 5y = 0

1.2 d2y
dx2  + dydx  – 6y = sin x

1.3  x2 y –xy  + y = x2

1.4  y  + 2y – 4y  + y = 1 + x + ex

1.5  x2 d4y
dx4  + 1 – x2 d2y

dx2  + y = 0

 2. จากขอ 2.1–2.5 จงหาผลคูณของตัวดําเนินการเชิงอนุพันธตอไปนี้

2.1  (4D + 1)(D – 2)

2.2  (D + 2)(D2 – 2D + 5)

2.3  (D – 2)(D + 1)2

2.4  (D + x)(D – x)

2.5  (xD + 2)(xD – 1)

 3.  จากขอ 3.1–3.5 จงหาคาของผลการดําเนินการเชิงอนุพันธตอไปนี้

3.1  (D2 + 4D – 1)sin x

3.2  (D2 – x2)ex

3.3  (D2 + 4D – 5)e–5x

3.4  (D + x)(D – x)ex

3.5 (D + 1)2 (D + 2)(x2 e–x)
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 4.  จากขอ 4.1 – 4.5 จงแยกตัวประกอบของตัวดําเนินการเชิงอนุพันธตอไปนี้

4.1  2D2 + 3D – 2

4.2  D4 – 4D2

4.3  D3 – 2D2 – 5D + 6

4.4  D4 + D3 – 2D2 + 4D – 24

4.5  2D4 + 11D3 + 18D2 + 4D – 8
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1.2 สมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบเอกพันธ 
(Homogeneous Linear Differential Equation)

บทนิยาม 1.2.1  

สมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนอนัดับn Q(D)y = f(x) เรียกวา สมการเชิงอนุพนัธสามัญ

เชิงเสนแบบเอกพันธอันดับ n ถา f(x) = 0 จะได Q(D)y = 0

ตัวอยางเชน 

 (D2 + 3D + 2)y  = 0 

เปนสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบเอกพันธอันดับ 2

  (D2 + xD + x)y  =  0

เปนสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบเอกพันธอันดับ 2

 (D3 + 4D2 – 4D + 5)y  =  0 

เปนสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบเอกพันธอันดับ 3

จากตัวอยางขางตน โดยทั่วไปจะพบวา y(x) = 0 เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ

สามัญเชิงเสนแบบเอกพันธ Q(D)y = 0 เสมอ ดังนั้น สิ่งที่สนใจศึกษาตอไปคือ การหาผลเฉลย

ที่ไมเปนศูนยของสมการ Q(D)y = 0 และผลเฉลยของสมการ Q(D)y = f(x) เมื+อ f(x)  0 จาก

ตัวอยางของสมการเชิงอนุพันธ จะเห็นไดวา ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอาจมีไดหลายอยาง

แตกตางกัน เชน (D – 1)y = 0 มีไดหลายผลเฉลย เชน

ผลเฉลย y = ex

 (D – 1)ex  =  D(ex) – 1(ex) = ex – ex = 0

ผลเฉลย y = 3ex

 (D – 1)(3ex)  =  D(3ex) – 1(3ex) = 3ex – 3ex = 0
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ผลเฉลย y = –4ex

 (D – 1)(–4ex)  = D(–4ex) – 1(–4ex) = –4ex + 4ex = 0

จะเห็นไดวา y = ex, y = 3ex, y = –4ex ตางเปนผลเฉลยของสมการ (D – 1)y = 0 

(D2 + 4)y = 0 มีไดหลายผลเฉลย เชน

ผลเฉลย y = sin 2x

  (D2 + 4)sin 2x  =  D2(sin 2x) + 4(sin 2x) = –4 sin 2x + 4 sin 2x = 0

ผลเฉลย y = cos 2x

  (D2 + 4) cos 2x  =  D2(cos 2x) + 4(cos 2x) = –4 cos 2x + 4 cos 2x = 0

ผลเฉลย y = 4 sin 2x – 3 cos 2x

 (D2 + 4)(4 sin 2x – 3 cos 2x)  = (D2 + 4)(4 sin 2x) – (D2 + 4)(3 cos 2x)

  = 4(D2 + 4)(sin 2x) – 3(D2 + 4)(cos 2x) 

  = 4(0) – 3(0) = 0

จะเห็นไดวา y = sin 2x, y = cos 2x, y = 4 sin 2x – 3 cos 2x ตางเปนผลเฉลยของ

สมการ (D2 + 4)y = 0

จากตัวอยางขางตน จะเห็นไดวา Q(D)y = 0 อาจมีผลเฉลยไดหลายผลเฉลย และถา  

y = f1(x) เปนผลเฉลยของ Q(D)y = 0 แลว y = kf1(x) เปนผลเฉลยของ Q(D)y = 0 ดวย 

นอกจากนั้น ถา y = f1(x) และ y = f2(x) เปนผลเฉลยของ Q(D)y = 0 แลว y = f1(x) + f2(x) 

เปนผลเฉลยของ Q(D)y = 0 ดวย สิ่งที่ศึกษาตอไปคือ ลักษณะของฟงกชันที่เปนผลเฉลยของ 

Q(D)y = 0

บทนิยาม 1.2.2   

ให f1, f2, f3, …, fn เปนฟงกชันที่นิยามบนเซต I การรวมเชิงเสน (Linear Combination) 

ของ f1, f2, f3, …, fn หมายถึง c1f1+ c2f2 + … + cnfn เมื+อ c1, c2, c3, …, cn เปนคาคงตัวที่

นิยามบนเซต I โดยที่ 
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      (c1f1 + c2f2 + … + cnfn)x  =  c1f1(x) + c2f2(x) + … + cnfn(x) ทุกคา x ใน 

ตัวอยางเชน 

 f1(x)  =  x 

 f2(x)  = x2

จะเห็นวา  f(x)  =  5x + 7x2 = 5f1(x) + 7f2(x)

ดังนั้น f เปนการรวมเชิงเสนของ f1, f2

 f1(x)  =  e
x

 f2(x)  = e2x

 f3(x)  = e4x

จะเห็นวา  f(x)  =  3ex – 5e2x + 2e4x 

  =  3f1 (x) – 5f2(x) + 2f3(x)

ดังนั้น f เปนการรวมเชิงเสนของ f1, f2, f3

 พหุนาม f(x) = anx
n + an – 1x

n – 1 + … + a1x + a0 เปนการรวมเชิงเสนของ f0(x) = 1, 

f1(x) = x, f2(x) = x
2, …, fn(x) = x

n นั่นคือ 

 พหุนาม f(x) = anfn(x) + an – 1 fn – 1(x) + … + a1f1(x) + a0f0(x)

บทนิยาม 1.2.3    

ให  f1, f2, f3, …fn  เปนเซตของฟงกชันที่นิยามบนเซต I เรากลาววา f1, f2, f3, …, fn
เปนเซตไมอิสระเชิงเสน (Linearly Dependent Set) บนเซต I ก็ตอเมื+อมี c1, c2, c3, …., cn  

เปนคาคงตัวที่ไมเปนศูนยพรอมกันที่ทําให c1f1(x) + c2f2(x) + … + cnfn(x) = 0 ทุกคา x ใน I

ในกรณีที่ f1, f2, f3, …fn  เปนเซตไมอิสระเชิงเสน เรากลาววา f1, f2, f3, …, fn ไมเปน

อิสระเชิงเสน 
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ตัวอยางเชน 

ก. f1(x) = x, f2(x) = x
2, f3(x) = 3x

2 + 4x 

 จะเห็นวา

 –4f1(x) – 3f2(x) + f3(x) = –4x –3x2 + 3x2 + 4x = 0 ทุกจํานวนจริง x

 ดังนั้น f1, f2 และ f3 ไมเปนอิสระเชิงเสน 

ข. f1(x) = e
x, f2(x) = e

2x, f3(x) = 4e
x – 5e2x 

จะเห็นวา

 –4f1(x) + 5f2(x) + f3(x)  = –4e
x + 5e2x + 4ex – 5e2x = 0 ทุกจํานวนจริง x

 ดังนั้น f1, f2 และ f3 ไมเปนอิสระเชิงเสน 

ค. f1(x) = sin 2x, f2(x) = cos 2x, f3(x) = 3 sin 2x – 5 cos 2x 

จะเห็นวา

3f1(x) – 5f2(x) – f3(x) =  3 sin 2x – 5 cos 2x – 3 sin 2x + 5 cos 2x = 0 ทุกจํานวนจริง x

ดังนั้น f1, f2 และ f3 ไมเปนอิสระเชิงเสน 

ทฤษฎีบท 1.2.1

f1, f2, f3, …fn  เปนเซตไมอิสระเชิงเสนบนเซต I ก็ตอเมื+อ มีฟงกชันอยางนอยหนึ่งตัว 

เปนการรวมเชิงเสนของฟงกชันที่เหลือ

พิสูจน 

สมมติให f1, f2, f3, …fn  เปนเซตไมอิสระเชิงเสนบนเซต ดังนั้น มี c1, c2, c3, …, cn 

เปนคาคงตัวที่ไมเปนศูนยพรอมกัน ที่ทําให 

 c1f1(x) + c2f2(x) + … + cnfn(x) = 0 ทุกคา x ใน I

เลือก ci ที่เปนคาคงตัวที่ไมเปนศูนยจาก c1, c2, c3, …cn จะได
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 fi(x)  = – 
c1
ci

 f1(x) – 
c2
ci

 f2(x) – … 
ci – 1
ci

 –fi – 1(x) – 
ci + 1
ci

 fi + 1(x) – ... – 
cn
ci

 fn(x)

ดังนั้น fi เปนการรวมเชิงเสนของฟงกชันที่เหลือ

 สมมติมี fi เปนการรวมเชิงเสนของฟงกชันที่เหลือ ดังนั้น จึงมีคาคงตัว 

c1, c2, …, ci – 1, ci + 1, …, cn ที่ทําให 

 fi(x)  = c1f1(x) + c2f2(x) + … + ci – 1 fi – 1(x) + ci + 1 fi + 1(x) + … + cnfn(x) 

ทุกคา x ใน I

ดังนั้น c1f1(x) + c2f2(x) + … + ci – 1 fi – 1(x) – fi(x) + ci + 1 fi + 1(x) + … + cnfn(x) = 0 

เนื+องจากสัมประสิทธิ์ของ fi คือ –1 สรุป f1, f2, f3, …fn  เปนเซตไมอิสระเชิงเสนบนเซต 

ตัวอยางเชน 

 f1(x)  = 1

 f2(x)  =  2x – 3

 f3(x)  =  x
2

 f4(x)  =  4x
2 + 3x + 4

จะเห็นวา

 f4(x)  = 
17
2

f1(x) + 
3
2

f2(x) + 4 f3(x)

ทุกจํานวนจริง x ดังนั้น

 17
2

f1(x) +
3
2

f2((x) + 4f3(x) = 17
2

(1) + 3
2

(2x – 3) + 4(x2)

  = 17
2

+ 3x – 9
2

 + 4x2

  =  4x2 + 3x + 4

  =  f4(x) 

ดังนั้น f1, f2, f3, f4  เปนเซตไมอิสระเชิงเสน
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บทนิยาม 1.2.4  

ให f1, f2, f3, …fn  เปนเซตอิสระเชิงเสน (Linearly Independent Set) บนเซต I ถา 

f1, f2, f3, …fn  ไมเปนเซตไมอิสระเชิงเสนบนเซต I

ดังนั้น จากคําจํากัดความของ f1, f2, f3, …fn  เปนเซตไมอิสระเชิงเสนบนเซต จะไดวา 

f1, f2, f3, …, fn เปนเซตอิสระเชิงเสนบนเซต I ก็ตอเมื+อ

c1f1(x) + c2f2(x) + … + cnfn (x) = 0 

ทุกคา x ใน I แลว c1 = c2 = … = cn = 0 เทานั้น

ตัวอยาง 1.6 กําหนดให f1(x) = 2x
2 + 1, f2(x) = 1 – 3x

2 ทุกคา x R

จงพิจารณาวา f1, f2 เปนอิสระเชิงเสนหรือไม

วิธีทํา

ให c1, c2 เปนจํานวนจริงที่ทําให c1f1(x) + c2f2(x) = 0 ทุกคา x R

ดังนั้น  c1(2x
2 + 1) + c2(1 – 3x

2)  =  0

 2c1x
2 + c1 + c2 – 3c2x

2  =  0

 (2c1 – 3c2)x
2 + (c1 + c2)  =  0  (1) 

จากสมการที่ (1) เทียบสัมประสิทธิ์ จะไดวา 

 2c1 – 3c2  =  0  (2)

 c1 + c2  =  0  (3)

จากสมการที่ (3) จะได

  c2  = –c1

แทน c2 = –c1 ในสมการที่ (2) จะได

  5c1  = 0

นั่นคือ c1 = 0 และจะได c2 = 0

สรุป  f1, f2 เปนอิสระเชิงเสนบนเซตของจํานวนจริง
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ตัวอยางที่ 1.7 กําหนดให f1(x) = 2x + 3, f2(x) = 4x – 5, f3(x) = x + 8 ทุกคา x R  

จงพิจารณาวา f1, f2, f3 เปนอิสระเชิงเสนหรือไม

วิธีทํา

ให c1, c2, c3 เปนจํานวนจริงที่ทําให c1f1(x) + c2f2(x) + c3f3(x) = 0 ทุกคา x R

ดังนั้น c1(2x + 3) + c2(4x – 5) + c3(x + 8) = 0

 2c1x + 3c1 + 4c2x – 5c2 + c3x + 8c3 = 0 

 (2c1 + 4c2 + c3)x + (3c1 – 5c2 + 8c3) = 0  (1)

เทียบสัมประสิทธิ์ จะไดวา

  2c1 + 4c2 + c3  = 0  (2)

 3c1 – 5c2 + 8c3  = 0  (3)

แกสมการจะไดผลเฉลยท่ีไมเปนศูนยคือ c1 = 1, c2 = –
13
37  และ c3 = –

22
37

นั่นคือ 

 (1)f1(x) + –
13
37 f2(x) + –

22
37 f3(x) = (1)(2x + 3) + – 13

37 (4x – 5) + – 22
37 (x + 8)

  =  2x + 3 – 5237 x + 6537  – 2237 x – 17637  

  =  2237 x + 17637  – 2237 x – 17637  

  =  0 ทุกคา x R

ดังนั้น f1, f2, f3 ไมเปนอิสระเชิงเสน

หมายเหตุ 

1. ในการพิจารณาคา c1, c2, c3 จากสมการที่ (1) เนื+องจากสมการที่ (1) ตองเปนจริง

ทุกคา x R ดังนั้น การแทนคา x บางคาที่เหมาะสม ก็จะสามารถชวยในการหาคา c1, c2 และ 

c3 ได เชน
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แทนคา x = 0 ในสมการที่ (1) จะได

  3c1 – 5c2 + 8c3  =  0

แทนคา x = 1 ในสมการที่ (1)จะได 

 5c1 – c2 + 9c3  = 0

ซึ่งจะไดผลเฉลยที่ไมเปนศูนยของระบบสมการเหมือนกันคือ c1 = 1, c2 = –
13
37  และ 

c3 = –
22
37

2. คา c1, c2และ c3 ท่ีไมเปนศูนยพรอมกันที่ทําให c1f1(x) + c2f2(x) + c3f3(x) = 0  

มีไดหลายคา เชน c1 = –37, c2 = 13 และ c3 = 22 

ตัวอยางที่ 1.8 กําหนดให f1(x) = x + e
x, f2(x) = 1 – x + 4e

x, f3(x) = 1 + 3x – 2e
x ทุกคา 

x R จงพิจารณาวา f1, f2, f3 เปนอิสระเชิงเสนหรือไม

วิธีทํา

 ให c1, c2, c3 เปนจํานวนจริงที่ทําให c1f1(x) + c2f2(x) + c3f3(x) = 0 ทุกคา x R

ดังนั้น  c1(x + e
x) + c2(1 – x + 4e

x) + c3(1 + 3x – 2e
x) = 0

 c1x + c1e
x + c2 – c2x + 4c2e

x + c3 + 3c3x – 2c3e
x  = 0

  (c2 + c3) + (c1 – c2 + 3c3)x + (c1 + 4c2 – 2c3)e
x  = 0  (1)

เทียบสัมประสิทธิ์ จะไดวา

  c2 + c3  =  0  (2)

  c1 – c2 + 3c3  =  0  (3)

 c1 + 4c2 – 2c3  =  0  (4)

จากระบบสมการเชิงเสน 3 ตัวแปร 3 สมการ พิจารณาในรูปสมการ AX = 0

ถา det (A) 0 แลว ระบบสมการ AX = 0 จะมผีลเฉลยท่ีเปนศนูยเพียงอยางเดยีวเทานัน้

ดังนั้น จะไดรูปสมการ AX = 0 ดังนี้
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 0 1 1
 1 –1 3 

 1 4 –2

c1
c2 
c3 

 =

0
0 
0 

และจะไดวา 

 det 

 0 1 1
 1 –1 3 

 1 4 –2
  = 10 0

  

ดังนั้น

 

 c1 = 

 0 1 1
 0 –1 3 
 0 4 –2

 0 1 1
 1 –1 3 
 1 4 –2

 

  = 0
10  = 0

ในทํานองเดียวกัน จะได c2 = c3 = 0 นั่นคือ c1 = c2 = c3 = 0

ดังนั้น f1, f2, f3 เปนอิสระเชิงเสน

หมายเหตุ ในการพิจารณาวาฟงกชันเปนอิสระเชิงเสนหรือไมนั้น ขึ้นอยูกับโดเมนของ

ฟงกชันดวย

ตัวอยางเชน 

พิจารณา f1(x) = x, f2(x) = x  เมื+อ x [0, )

เนื+องจากโดเมนในการพิจารณาของ f1 และ f2 คือ x [0, ) จะได x  = x

ดังนั้น  (1) f1(x) + (–1)f2(x)  =  (1)(x) + (–1) x 

   =  x – x = 0 ทุกคา x [0, )
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นั่นคือ f1 และ f2 ไมเปนอิสระเชิงเสนบนเซต [0, )

พิจารณา f1(x) = x, f2(x) = x  เมื+อ x (– , )

สมมติมี c1 และ c2 ที่ทําให c1f1(x) + c2f2(x) = c1(x) + c2 x  = 0 ทุกคา x (– , )

แทนคา x = 1 จะได

  c1 + c2  = 0  (1)

แทนคา x = –1 จะได 

 c1 – c2 =  0  (2)

แกสมการที่ (1) และ (2) ได 

 c1 =  c2 = 0

นั่นคือ f1 และ f2 เปนอิสระเชิงเสนบนเซต (– , )

ตัวอยางที่ 1.9 กําหนดให f1(x) = e
x, f2(x) = e

2x, f3(x) = e
3x เมื+อ x (– , ) จงพิจารณา

วา f1, f2, f3 เปนอิสระเชิงเสนหรือไม

วิธีทํา

ให c1, c2, c3 เปนจํานวนจริงที่ทําให c1f1(x) + c2f2(x) + c3f3(x) = 0 ทุกคา x (– , )

ดังนั้น  c1e
x + c2e

2x + c3e
3x  =  0  (1)

แทนคา x = 0 ได 

 c1 + c2 + c3 = 0  (2)

จากสมการที่ (1) หาอนุพันธเทียบกับ x ได 

 c1e
x + 2c2e

2x + 3c3e
3x  =  0  (3)

แทนคา x = 0 ได 

 c1 + 2c2 + 3c3  = 0  (4)
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จากสมการที่ (3) หาอนุพันธเทียบกับ x ได 

 c1e
x + 4c2e

2x + 9c3e
3x  = 0  (5)

แทนคา x = 0 ได 

 c1 + 4c2 + 9c3  = 0  (6)

จากระบบสมการเชิงเสน 3 ตัวแปร 3 สมการ จากสมการที่ (2), (4) และ (6) พิจารณา

ในรูปสมการ AX = 0

ถา det(A) 0 แลว ระบบสมการ AX = 0 จะมีผลเฉลยที่เปนศูนยเพียงอยางเดียวเทานั้น

ดังนั้น จะไดรูปสมการ AX = 0 ดังนี้

 

 1 1 1
 1 2 3 

 1 4 9

c1
c2 
c3 

 =

0
0 
0 

และจะไดวา
 

 det 

 1 1 1
 1 2 3 

 1 4 9
  = 2 0

  

ดังนั้น 

 

 c1 = 

 0 1 1
 0 2  3 
 0 4 9

 1 1 1
 1 2  3 
 1 4 9

 

  = 0
2  = 0

ในทํานองเดียวกัน จะได c2 = c3 = 0 นั่นคือ c1 = c2 = c3 = 0

ดังนั้น f1, f2, f3 เปนอิสระเชิงเสนบนเซต (– , )
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จากตัวอยางที่กลาวมา จะเห็นไดวาแนวทางการพิจารณาวา f1, f2, f3, …fn เปนอิสระเชิง

เสนหรอืไมนัน้ ตองใชการหาผลเฉลยของระบบสมการเชงิเสน ตอไปนีจ้ะหาแนวทางการพิจารณา

วา f1, f2, f3, …, fn เปนอิสระเชิงเสนหรือไม โดยใชรอนสเกียน (Wronskian)

บทนิยาม 1.2.5   

ให f1, f2, f3, …, fn เปนฟงกชันที่มีอนุพันธถึงอันดับ n – 1 บนเซต I คากําหนดดังนี้

  f1(x)  f2(x)  fn(x)

  f1(x)  f2(x)  fn(x)

  f1(x)  f2(x)  fn(x) 
   ...
  f1

n – 1(x) f2
n – 1(x) fn

n – 1(x)

เรียกวา รอนสเกียนของ f1, f2, f3, …, fn ณ จุด x

ใชสัญลักษณ W(x : f1, f2, f3, …fn) หรือ W(x) 

ตัวอยางเชน 

 f1(x)  = 1 + 2x, f2(x) = 3 + 4x, x (– , )

  
W(x : f1, f2)  =

  f1(x)  f2(x)  

     f1(x)  f2(x)

  
  =

  1 + 2x  3 + 4x  

        2     4

  = (1 + 2x)(4) – (3 + 4x)(2)

  = 4 + 8x – 6 – 8x

  = –2 



43             

ตัวอยางที่ 1.10 จงหารอนสเกียนของ f1, f2, f3, เมื+อ f1(x) = x
2, f2(x) = 1 + x, f3(x) = e

x 

เมื+อ x (– , )

วิธีทํา

      f1(x)  f2(x)     f3(x)

W(x : f1, f2, f3) =  f1
/(x)  f2

/(x)  f3
/(x) 

     f1
//(x) f2

//(x) f3
//(x)

      x2  1 + x     ex

              =  2x    1  ex 

     2   0 ex

  = x2(ex – 0) – (1 + x)(2xex – 2ex) + ex(0 – 2)

  = x2 ex – 2xex + 2ex – 2x2 ex + 2xex – 2ex

  = –x2ex

ตัวอยางที่ 1.11 จงหารอนสเกียนของ f1(x) = 2x + 7, f2(x) = –4x + 5, f3(x) = –6x + 3

เมื+อ x (– , ) 

วิธีทํา

      f1(x)  f2(x)     f3(x)

W(x : f1, f2, f3) =  f1
/(x)  f2

/(x)  f3
/(x) 

     f1
//(x) f2

//(x) f3
//(x)

      2x + 7  –4x + 5 –6x + 3

         =    2    –4     –6 

       0     0      0

  = (2x + 7)(0) – (–4x + 5)(0) + (–6x + 3)(0)

  = 0 
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การตรวจสอบวา f1, f2, f3, …, fn เปนอิสระเชิงเสนหรือไม โดยการใชรอนสเกียน จะใช

ผลของทฤษฎีบทตอไปนี้

ทฤษฎีบท 1.2.2

ให f1, f2, f3, …, fn เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดถึงอันดับ n – 1 บนเซต ถา f1, f2, f3, …, 

fn ไมเปนอิสระเชิงเสนบนเซต I แลว W(x : f1, f2, f3, …, fn) = 0 ทุกคา x ใน I

พิสูจน 

เนื+องจาก f1, f2, f3, …, fn ไมเปนอิสระเชิงเสนบนเซต I ดังนั้น มี c1, c2, c3, …, cn เปน

คาคงตัวที่ไมเปนศูนยพรอมกัน ที่ทําให 

 c1f1(x) + c2f2(x) + … + cnfn(x) = 0 ทุกคา x ใน I

และเนื+องจาก f1, f2, f3, …, fn เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดถึงอันดับ n – 1 ดังนั้น จะได

ระบบสมการ n สมการ n ตัวแปร ดังนี้

 c1f1(x) + c2f2(x) + …. + cnfn(x)  = 0

 c1f1(x) + c2f2(x) + … + cnfn(x)  = 0

 c1f1(x) + c2f2(x) + … + cnfn(x)  = 0

                         ...

 c1f1
(n – 1)(x) + c2f2

(n – 1)(x) + … + cnfn
(n – 1)(x) = 0

เนื+องจาก c1, c2, c3, …, cn เปนผลเฉลยที่ไมเปนศูนยพรอมกันของระบบสมการ ดังนั้น

  f1(x)  f2(x)  ... fn(x) 

  f1(x)  f2(x)  ... fn(x)

 f1(x)  f2(x)  ... fn(x)  = 0 ทุกคา x ใน I

      ... 

  f1
n – 1(x) f2

n – 1(x) ... fn
n – 1(x)

ดังนั้น W(x : f1, f2, f3, …, fn) = 0 ทุกคา x ใน I
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จากสิ่งที่ตองการคือ ฟงกชัน f1, f2, f3, …, fnเปนอิสระเชิงเสนหรือไมเปนอิสระเชิงเสน 

บนเซต I จะใชขอความที่สมมูลกับทฤษฎีบท 1.2.2 ในการพิจารณาดังนี้

ถา f1, f2, f3, …, fn ไมเปนอิสระเชิงเสนบนเซต I แลว W (x : f1, f2, f3, …, fn) = 0  

ทุกคา x ใน I จะไดขอความที่สมมูลคือ 

ถามี x บางตวัใน I ทีท่าํให W(x : f1, f2, f3, …, fn) 0 แลว f1, f2, f3, …, fnเปนอสิระเชงิ 

เสนบนเซต I

ตัวอยางที่ 1.12 กําหนดให f1(x) = e
x, f2(x) = sin x, f3(x) = cos 2x ทุกคา x R จงพิจารณา

วา f1, f2, f3 เปนอิสระเชิงเสนหรือไม

วิธีทํา

      f1(x)  f2(x)     f3(x)

W(x : f1, f2, f3) =  f1
/(x)  f2

/(x)  f3
/(x) 

     f1
//(x) f2

//(x) f3
//(x)

      ex    sin x   cos 2x

         =  ex    cos x  –2 sin 2x   (1)

     ex –sin x –4 cos 2x

เลือกแทนคา x = 0 ในสมการที่ (1) จะได

      e0    sin 0   cos 2(0)

W(x : f1, f2, f3) =  e0    cos 0  –2 sin 2(0)    

     e0 –sin 0 –4 cos 2 (0)

      1  0   1

         =  1  1    0   

     1 0 –4

   = 1(–4 –0) – 0(–4 –0) + 1(0 – 1)

   = –5 0

ดังนั้น f1, f2, f3 เปนอิสระเชิงเสนบนเซตของจํานวนจริง
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ตัวอยางที่ 1.13 กําหนดให f1(x) = x
2 + x + 1, f2(x) = 5x

2 + 4x, f3(x) = –x
2 –2x + 3 ทุก

คา x R จงพิจารณาวา f1, f2, f3 เปนอิสระเชิงเสนหรือไม

วิธีทํา

      f1(x)  f2(x)     f3(x)

W(x : f1, f2, f3) =  f1
/(x)  f2

/(x)  f3
/(x) 

     f1
//(x) f2

//(x) f3
//(x)

      x2 + x + 1   5x2 + 4x –x2 – 2x + 3

         =  2x + 1   10x + 4 –2x – 2 (1)

     2  10 –2

เลือกแทนคา x = 0 ในสมการที่ (1) จะได

      02 + 0 + 1  5(0)2 + 4(0) –02 – 2(0) + 3

W(x : f1, f2, f3)  =  2(0) + 1  10(0) + 4 –2(0) –2 

     2  10 –2

      1  0   3

          =  1  4 –2 

     2 10 –2

  = 1(–8 + 20) – 0(–2 + 4) + 3(10 – 8)

  = 12 – 0 + 6 = 18 0

ดังนั้น f1, f2, f3 เปนอิสระเชิงเสนบนเซตของจํานวนจริง
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ตัวอยางที่ 1.14 กําหนดให f1(x) = x
2 + x + 1, f2(x) = x

2 + x + 2, f3(x) = x
2 + x + 3 ทุก

คา x R จงพิจารณาวา f1, f2, f3 เปนอิสระเชิงเสนหรือไม

วิธีทํา

      f1(x)  f2(x)     f3(x)

W(x : f1, f2, f3) =  f1
/(x)  f2

/(x)  f3
/(x) 

     f1
//(x) f2

//(x) f3
//(x)

      x2 + x + 1  x2 + x + 2 x2 + x + 3

         =  2x + 1   2x + 1   2x +1 

     2  2   2

   = (x2 + x + 1)[(4x + 2) – (4x + 2)] – (x2 + x + 2)[(4x + 2) 

   – (4x + 2)] + (x2 + x + 3)[(4x + 2) – (4x + 2)] 

  = (x2 + x + 1)(0) – (x2 + x + 2)(0) + (x2 + x + 3)(0)

  = 0

ดังนั้น f1, f2, f3 ไมเปนอิสระเชิงเสนบนเซตของจํานวนจริง

การมีผลเฉลยและการมีผลเฉลยเดียวเทานั้น

ทฤษฎีบท 1.2.3  

ให a0(x), a1(x), …, an(x) และ f(x) เปนฟงกชันที่มีความตอเนื+องบนเซต  ของจํานวนจริง 

และ a0(x) 0 สําหรับทุกคา x ใน I  x0 เปนสมาชิกตัวหนึ่งใน I  y0, y1, y2, ..., yn – 1 เปนคา

คงตัวจํานวนจริงไมเจาะจง จะไดวาสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนอันดับ n

 (a0(x)D
n + a1(x)D

n – 1 + … + an – 1(x)D + an(x))y  =  f(x)

 จะมผีลเฉลย y = y(x) ทีน่ยิามบนเซต I เพียงผลเฉลยเดียวเทานัน้ทีส่อดคลองกบัเงื+อนไข

เริ่มตน y(x0) = y0, y (x0) = y1, y (x0) = y2, …, y(n – 1)(x0) = yn – 1
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ตัวอยางที่ 1.15 จงแสดงวา y = c1e
x + c2e

2x เปนผลเฉลยของสมการ (D2 – 3D + 2) y = 0 

และหาผลเฉลยที่สอดคลองกับเงื+อนไข y(0) = 1 และ y (0) = 4

วิธีทํา

กําหนดให y = c1e
x + c2e

2x เปนผลเฉลยแสดงโดยวิธีแทนคาไดดังนี้

 (D2 – 3D + 2)y = (D2 – 3D + 2)(c1e
x + c2e

2x)

  =  D2(c1e
x + c2e

2x) – 3D(c1e
x + c2e

2x) + 2(c1e
x + c2e

2x)

  =  D(c1e
x + 2c2e

2x) – 3(c1e
x + 2c2e

2x) + 2(c1e
x + c2e

2x)

  =  (c1e
x + 4c2e

2x) – (3c1e
x + 6c2e

2x) + (2c1e
x + 2c2e

2x) 

  = 0

ดังนั้น y =  c1e
x + c2e

2x เปนผลเฉลยของสมการ (D2 – 3D + 2)y = 0

จาก  y  =  c1e
x + c2e

2x  (1)

กําหนดให y(0) = 1 แทนในสมการที่ (1) จะได

 c1e
0 + c2e

0  =  1

นั่นคือ  c1 + c2 = 1  (2)

จากสมการที่ (1) จะได 

 y   = c1e
x + 2c2e

2x  (3)

กําหนดให y (0) = 4 แทนในสมการที่ (3) จะได

 c1e
0 + 2c2e

0  = 4

นั่นคือ  c1 + 2c2 = 4  (4)

นําสมการที่ (4) – (2) จะได

 c2 = 3 

แทนคา c2 = 3 ในสมการที่ (2) จะได 

 c1 + 3  = 1 
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นั่นคือ  c1 = –2

ดังนั้น ผลเฉลยที่สอดคลองกับเงื+อนไขคือ 

 y  = –2ex + 3e2x

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 1.2.3 y = –2ex + 3e2x เปนผลเฉลยเดียวเทานั้นที่ 

 (D2 – 3D + 2)y  = 0 

เมื+อ  y (0) = 1  และ y (0) = 4 

สําหรับสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนอันดับ n, Q(D)y = 0 จากผลของทฤษฎีบท 1.2.3 

จะไดวา

ตองมีผลเฉลย u1(x) ที่ทําให 

 u1(x0) = 1 

 u1 (x0) = u1 (x0) = … = u1
(n – 1)(x0) = 0

ตองมีผลเฉลย u2(x) ที่ทําให 

 u2(x0)  = 0, u2(x0) = 1, u2 (x0) = … = u2
(n – 1)(x0) = 0

สําหรับ r = 3, 4, …, n

ตองมีผลเฉลย ur (x) ที่ทําให 

 ur(x0)  =  ur(x0) = ur (x0) = … = ur
(r – 2)(x0) = 0

  ur
(r – 1)(x0)  =  1

  ur
(r)(x0)  =  ur

(r + 1)(x0) = … = ur
(n – 1)(x0) = 0

ผลเฉลย u1(x), u2(x), …, un(x) มีผลทําให
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     1 0 ………………   0

      0 1 ………………   0  

 
W(x0 : u1, u2, …, un) =

 … … ……………… …  

      0 0 ……………..  1
 

 = 1 0

ดังนั้น u1(x), u2(x), …, un(x) เปนอิสระเชิงเสน

สรุปไดวา สําหรับสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนอันดับ n, Q(D)y = 0 ตองมีเซต 

มูลฐานของผลเฉลยเสมอ

บทนิยาม 1.2.6  

เซตมูลฐานของผลเฉลย (Fundamental Set of Solution) ของสมการ Q(D)y = 0 

หมายถึง เซตของผลเฉลย u1, u2, …, un ท่ีเปนอิสระเชิงเสน และเปนผลเฉลยของ Q(D) y = 0 

ตัวอยางเชน 

 สมการ (D2 + 1)y = 0

เลือกให u1(x) = sin x และ u2(x) = cos x จะได

 (D2 + 1)(sin x)  =  D2(sin x) + sin x

  =  –sin x + sin x = 0 

 (D2 + 1)(cos x)  =  D2(cos x) + cos x 

  =  –cos x + cos x = 0

นั่นคือ {sin x, cos x} เปนเซตมูลฐานของผลเฉลย 

 เลือกให u1(x) = 4 sin x และ u2(x) = –3 cos x จะได 

 (D2 + 1)(4 sin x)  =  D2(4sin x) + 4 sin x

  =  –4 sin x + 4 sin x = 0

 (D2 + 1)(–3 cos x)  =  D2(–3 cos x) – 3 cos x

  =  3 cosx – 3 cos x = 0
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นั่นคือ {4 sin x, –3 cos x} เปนเซตมูลฐานของผลเฉลย 

เลือกให u1(x) = sin x + cos x และ u2(x) = sin x – cos x จะได {sin x + cos x, 

sin x – cos x} เปนเซตมูลฐานของผลเฉลย โดยที่

 (D2 + 1)(sin x + cos x) = D2(sin x + cos x) + (sin x + cos x)

  = –sin x – cos x + sin x + cos x = 0

 (D2 + 1)(sin x – cos x) = D2(sin x – cos x) + (sin x – cos x)

  =  (–sin x + cos x) + (sin x – cos x) = 0 

นั่นคือ {sin x + cos x, sin x – cos x} เปนเซตมูลฐานของผลเฉลย

จากตัวอยางดังกลาว จะเห็นไดวา สมการเชิงอนุพันธ Q(D)y = 0 มีเซตมูลฐานของ 

ผลเฉลยไดหลายเซต

บทแทรก 1.2.1  

ถา F(x) เปนผลเฉลยของสมการ Q(D)y = 0

เมื+อ Q(D) = a0(x)D
n + a1(x)D

n – 1 + … + an – 1(x) D + an (x)

โดยที่ a0(x), a1(x), …, an(x) มีความตอเนื+องบนเซต I, x0 เปนสมาชิกของ I และ F(x) 

สอดคลองเงื+อนไข F(x0) = F (x0) = F (x0) = ….= F(n – 1)(x0)= 0 แลว F(x) = 0 ทุกคา x ใน I

พิสูจน 

เนื+องจาก F(x) = 0 ทุกคา x ใน I เปนผลเฉลยของสมการ Q(D)y = 0 และสอดคลอง

กับเงื+อนไข F(x0) = F (x0) = F (x0) = … = F(n – 1)(x0) = 0

โดยทฤษฎี เราสรุปไดวา F(x) = 0 ทุกคา x ใน I เปนผลเฉลยเดียวเทานั้นของสมการ 

Q(D)y = 0 ที่สอดคลองกับเงื+อนไข F(x0) = F (x0) = F (x0) = … = F(n – 1)(x0) = 0
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แบบฝกหัด 1.2

 1.  จงแสดงวา e3x และ e4x เปนผลเฉลยของสมการ y  –7y  + 12y = 0 

 2.  จงแสดงวา ex, xex และ x2 ex เปนผลเฉลยของสมการ y  – 3y  + 3y  – y = 0

 3.  จงแสดงวา cos x และ sin x เปนผลเฉลยของสมการ y  + y = 0

 4. กําหนดให f1(x) = e
x, f2(x) = e

4x จงหาคาของ

ก.  (4f1 + 5f2)(x)

ข.  (–3f1 + f2)(x)

 5. กําหนดให f1(x) = 4, f2(x) = x
3 + 2, f3(x) = x

4 + 3

จงหารอนสเกียน W(x : f1, f2, f3)

 6. กําหนดให f1(x) = x + 1, f2(x) = 3x + 4, f3(x) = –5x
2 + 2

จงหารอนสเกียน W(x : f1, f2, f3)

 7. กําหนดให f1(x) = e
x, f2(x) = e

x + 4, f3(x) = –4e
x + 3

จงหารอนสเกียน W(x : f1, f2, f3)

 8. กําหนดให f1(x) = sin x, f2(x) = sin 2x, f3(x) = sin 3x เมื+อ x ( – , )

จงพิจารณาวา f1, f2, f3 เปนอิสระเชิงเสนหรือไม

 9.  กําหนดให f1(x) = e
x sin x, f2(x) = e

x cos x

เมื+อ x ( – , ) จงพิจารณาวา f1, f2 เปนอิสระเชิงเสนหรือไม

 10. จงแสดงวา y = c1e
–3x + c2e

–8x เปนผลเฉลยของสมการ (D2 + 11D + 24)y = 0 และ

จงหาผลเฉลยที่สอดคลองกับเงื+อนไข y(0) = 1 และ y (0) = 4
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1.3 ผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธสามัญ
เชิงเสนแบบเอกพันธและไมเอกพันธ
กําหนดให Q(D) = a0(x)D

n + a1(x)D
n – 1 + … + an – 1(x)D + an(x) เปนตัวดําเนินการ

เชิงอนุพันธอันดับ n เมื+อ a0(x), a1(x), …, an(x) เปนฟงกชันของ x ที่นิยามบนเซต I เมื+อ Q(D)

y = f(x) ถา f(x) = 0 เรียกวาสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบเอกพันธอันดับ n

ถา f(x) 0 เรียกวาสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบไมเอกพันธอันดับ n

ทฤษฎีบท 1.3.1

ให u1(x), u2(x), …, un(x) เปนฟงกชันที่นิยามบนเซต  ถาแตละฟงกชัน u1(x), u2(x), …, 

un(x) เปนผลเฉลยของ Q(D)y = 0 บนเซต I แลวการรวมเชิงเสนของ u1(x), u2(x), …, un(x) 

บนเซต  เปนผลเฉลยของสมการ Q(D)y = 0 ดวย

พิสูจน 

ให c1, c2, …, cn เปนคาคงตัว เนื+องจาก ui(x), i = 1, 2, …, n เปนผลเฉลยของสมการ 

Q(D)y = 0 จะได

Q(D)ui(x) = 0 

ทุก  = 1, 2, …, n เพราะวา Q(D) เปนตัวดําเนินการเชิงเสน ดังนั้น

Q(D)(c1u1(x) + c2u2(x) + … + cnun(x)) = c1Q(D)u1(x) + c2Q(D)u2(x) + … + 

cnQ(D)un(x) = 0

สรุปไดวา c1u1(x) + c2u2(x) + … + cnun(x) เปนผลเฉลยของสมการ Q(D)y = 0

ทฤษฎีบท 1.3.2

ให u1, u2, …, un เปนผลเฉลยของสมการ Q(D)y = 0 บนเซต I จะไดวา 

u1, u2, …, un ไมเปนอิสระเชิงเสนบนเซต  ก็ตอเมื+อ W(x : u1, u2, …, un) = 0 ทุกคา 

x ใน I
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พิสูจน 

จากทฤษฎีที่กลาววา ถา u1, u2, …, un ไมเปนอิสระเชิงเสนบนเซต I แลว  

W(x : u1, u2, …, un) = 0 ทุกคา x ใน I

สมมติวา มี x0 ใน I ที่ทําให W(x : u1, u2, …, un) = 0 ดังนั้น จะไดระบบสมการ n  

สมการ n ตัวแปร w1, w2, …, wn ตอไปนี้

  w1u1(x0) + w2u2(x0) + … + wnun(x0) =  0

  w1u1(x0) + w2u2(x0) + … + wnun(x0) = 0

  w1u 1(x0) + w2u 2(x0) + … + wnu n(x0) = 0

                  …                      …

 w1u1
(n – 1)(x0) + w2u2

(n – 1)(x0) + … + wnun
(n – 1)(x0) = 0

ตองมีผลเฉลยที่ไมเปนศูนยพรอมกัน

ให c1, c2, …, cn เปนผลเฉลยที่ไมเปนศูนยพรอมกันของ w1, w2, …, wn ตามลําดับ และ 

v(x) = c1u1(x) + c2u2(x) + … + cnun(x) = 0 ทุกคา x ใน I โดยทฤษฎีบท 1.3.1 v(x) เปนผล

เฉลยของสมการ Q(D) y = 0 จากระบบสมการไดเงื+อนไขเริ่มตนเปน

  v(x0)  = 0

  v (x0)  =  0

  v (x0)  =  0

  …

  v(n – 1)(x0) =  0

เนื+องจาก v(x) เปนผลเฉลยของสมการ Q(D)y = 0 และ v(x0) = v (x0) = … = v(n – 1) (x0) 

= 0 โดยบทแทรก 1.2.1 v(x) = 0 ทุกคา x ใน I ดังนั้น c1u1(x) + c2u2(x) + … + cnun(x) = 0  

ทุกคา x ใน I เพราะวา c1, c2, …, cn ไมเปนศูนยพรอมกัน ดังนั้น u1, u2, …, un ไมเปนอิสระ

เชิงเสนบนเซต I นั่นคือ 

ถามี x0 ใน I ที่ทําให W(x0 : u1, u2, …, un) = 0 แลว u1, u2, …, un ไมเปนอิสระเชิงเสน

บนเซต I หรือขอความที่สมมูลกันกับขอความนี้คือ ถา u1, u2, …, un เปนอิสระเชิงเสนบนเซต I 

แลว W(x : u1, u2, …, un) 0 ทุกคา x ใน I
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สรุปไดวา u1, u2, …, un ไมเปนอิสระเชิงเสนบนเซต I ก็ตอเมื+อ W(x : u1, u2, …, un) = 0 

ทุกคา x ใน I

ทฤษฎีบท 1.3.3  

ให u1(x), u2(x), …, un(x) เปนผลเฉลยที่เปนอิสระเชิงเสนบนเซต I ของสมการ Q(D)y 

= 0 เมื+อ Q(D) = a0(x)D
n + a1(x)D

n – 1 + … + an – 1(x)D + an(x) โดย a0(x), a1(x), …, an(x) 

เปนฟงกชันที่มีความตอเนื+องบนเซต I จะไดวา ผลเฉลยของ Q(D)y = 0 ตองเปนการรวมเชิง

เสนของ u1, u2, …, un บนเซต I

พิสูจน 

ให y = v(x) เปนผลเฉลยของสมการ Q(D)y = 0 และ x0 เปนสมาชิกของ I

เนื+องจาก u1, u2, …, un เปนอิสระเชิงเสน ดังนั้น W(x0 : u1, u2, …, un) 0 ผลที่ตาม

มาจะไดระบบสมการ n สมการ n ตัวแปร k1, k2, …, kn ตอไปนี้

 k1u1(x0) + k2u2(x0) + … + knun(x0)  =  v(x)

 k1u1(x0) + k2u2(x0) + … + knun(x0))  =  v (x)

 k1u 1(x0) + k2u 2(x0) + … + knu n(x0)  =  v (x) 

                  …                      …

 k1u1
(n – 1)(x0) + k2u2

(n – 1)(x0) + … + knun
(n – 1)(x0)  =  v

(n – 1)(x)

สามารถหาผลเฉลยไดเพียงผลเฉลยเดียว และผลเฉลยนั้นตองไมเปนศูนย ให k1 = c1, 

k2 = c2, …, kn = cn เปนผลเฉลยของระบบสมการ ดงันัน้ c1, c2, …, cn ไมเปนศนูยพรอมกัน และ 

 c1u1(x0) + k2u2(x0) + … + knun(x0)  =  v(x0)

  c1u1(x0) + c2u2(x0) + … + cnun(x0)  =  v (x0)

  c1u 1(x0) + c2u 2(x0) + … + cnu n(x0)  =  v (x0)

                  …                      …

c1u1
(n – 1)(x0) + c2u2

(n – 1)(x0) + … + cnun
(n – 1)(x0) = v

(n – 1)(x0)
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เพราะวา y = w(x) = c1u1(x) + c2u2(x) + … + cnun(x) ทุกคา x ใน I เปนผลเฉลยของ

สมการ Q(D)y = 0 และสอดคลองกับเงื+อนไขเริ่มตน 

w(x0) = v(x0), w (x0) = v (x0), w (x0) = v (x0), …, w(n – 1)(x0) = v
(n – 1)(x0)

ดังนั้น v(x) และ w(x) ตางเปนผลเฉลยของสมการ Q(D)y = 0 ที่สอดคลองกับเงื+อนไข

เริ่มตน w(x0) = v(x0), w (x0) = v (x0), w (x0) = v (x0), …, w(n – 1)(x0) = v
(n – 1)(x0) สรุป

โดยทฤษฎีบท 1.2.3 v(x) = w(x) ทุกคา x ใน I นั่นคือ v(x) เปนการรวมเชิงเสนของ 

u1, u2, …, un บนเซต I

บทนิยาม 1.3.1

สมการ Q(D)y = 0 เรียกวา สมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบเอกพันธสัมพัทธอันดับ 

n (Related Homogeneous Linear Differential Equation of Order n) หรือสมการลดรูป 

(Reduced Equation) ของสมการ Q(D)y = f(x)

ตัวอยางเชน

สมการ (D2 + 5D + 6)y = x2 + 2x 

มีสมการ (D2 + 5D + 6)y = 0 เปนสมการลดรูป

สมการ y  – 3y  – 10y = sin x 

มีสมการ y  –3y  – 10y = 0 เปนสมการลดรูป

สมการ (D2 – 2D + 1)y = 3 + e2x 

มีสมการ (D2 – 2D + 1)y = 0 เปนสมการลดรูป

ทฤษฎีบท 1.3.4  

ถา y = u(x) เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบไมเอกพันธอันดับ n 

หรือ Q(D)y = f(x) โดยที่ f(x) 0 บนเซต I และ y = v(x) เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ

สามัญเชิงเสนแบบเอกพันธอันดับ n หรือ Q(D)y = 0 บนเซต I แลวผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

Q(D)y = f(x) คือ y = u(x) + v(x) 
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พิสูจน 

เนื+องจากบนเซต I

 Q(D)(u(x) + v(x))  = Q(D)u(x) + Q(D)v(x) = 0 + f(x) 

ดังนั้น  y = u(x) + v(x) เปนผลเฉลยของสมการ Q(D)y = f(x) บนเซต I

ให  y = w(x) เปนผลเฉลยทั่วไปของ Q(D)y = f(x)

เนื+องจาก Q(D)(w(x) – v(x)) = Q(D)w(x) – Q(D)v(x) = f(x) – f(x) = 0

ดังนั้น y = w(x) – v(x) เปนผลเฉลยทั่วไปของ Q(D)y = 0

เนื+องจาก y = u(x) เปนผลเฉลยทั่วไปของ Q(D)y = 0 ดังนั้น w(x) – v(x) = u(x) 

นั่นคือ w(x) = u(x) + v(x)

สรุปผลเฉลยทั่วไปของ Q(D)y = f(x) คือ y = u(x) + v(x)

บทนิยาม 1.3.2   

ผลเฉลยทั่วไปของสมการลดรูป Q(D)y = 0 เรียกวา ผลเฉลยเติมเต็ม (Complementary 

Solution) ของสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบไมเอกพันธอันดับ n Q(D)y = f(x) ใช

สญัลกัษณแทนดวย yc และผลเฉลยของสมการเชงิอนพุนัธสามัญเชงิเสนแบบไมเอกพนัธอนัดบั n 

 Q(D)y = f(x) เรียกวา ผลเฉลยเฉพาะ (Particular Solution) ใชสัญลักษณแทนดวย yp

ดังนั้น ผลเฉลยท่ัวไปของสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบไมเอกพันธอันดับ n  

Q(D)y = f(x) คือ 

 y  = yc + yp

ตัวอยางเชน

สมการ  (D2 – 4D + 3)y = e5x

มีผลเฉลยเติมเต็มคือ  yc  = c1e
x + c2e

3x 

เมื+อ c1, c2 เปนคาคงตัว
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และผลเฉลยเฉพาะคือ yp  = 
1
8 e5x

ดังนั้น ผลเฉลยทั่วไปคือ y  = c1e
x + c2 e

3x + 18 e5x

หมายเหตุ

  y  = c1e
x + c2e

3x + 18 e5x 

เปนผลเฉลยทั่วไปแสดงโดยวิธีแทนคาไดดังนี้

 (D2 – 4D + 3)y = (D2 – 4D + 3) c1e
x + c2e

3x + 18 e5x

  = D2 c1e
x + c2e

3x + 18 e5x  –4D c1e
x + c2e

3x + 18 e5x  

   + 3 c1e
x + c2e

3x + 18 e5x

  = c1e
x + 9c2e

3x + 258 e5x  – 4 c1e
x + 3c2e

3x + 58 e5x  

   + 3 c1e
x + c2e

3x +  18 e5x

  = c1e
x + 9c2e

3x + 258 e5x – 4c1e
x – 12c2e

3x – 208 e5x + 3c1e
x 

   + 3c2e
3x +  3

8 e5x  

  = e5x

สมการ y  – 2y  + y = ex

มีผลเฉลยเติมเต็มคือ 

 yc  =  c1e
x + c2xe

x 

เมื+อ c1, c2 เปนคาคงตัว

และผลเฉลยเฉพาะคือ 

 yp  =  
1
2 x2 ex
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ดังนั้น ผลเฉลยทั่วไปคือ 

 y = c1 e
x + c2 xe

x + 12 x2 ex

สมการ (D2 + 1)y = 4e–x

มีผลเฉลยเติมเต็มคือ

 yc  = c1 cos x + c2 sin x

เมื+อ c1, c2 เปนคาคงตัว

และผลเฉลยเฉพาะคือ 

 yp  = 2e–x

ดังนั้น ผลเฉลยทั่วไปคือ

  y  = c1 cos x + c2 sin x + 2e
–x

ทฤษฎีบท 1.3.5   

ถา ui(x) เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบไมเอกพันธอันดับ n หรือ 

Q(D)y = fi(x), I = 1, 2, …, n บนเซต I แลว y = k1u1(x) + k2u2(x) + … + knun(x) เปนผล

เฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบไมเอกพันธอันดับ n Q(D)y = k1f1(x) + k2f2(x) 

+ … + knfn(x) บนเซต I ทุกคาคงตัว k1, k2, …, kn

พิสูจน 

ให k1, k2, …, kn เปนคาคงตัว

x เปนสมาชิกของ I

เนื+องจาก Q(D)ui(x) = fi(x), I = 1, 2, …, n ดังนั้น จะได

 Q(D)(k1u1(x) + k2u2(x) + … + knun(x))

  =  k1Q(D)u1(x) + k2Q(D)u2(x) + … + kn Q(D)un(x)

  =  k1f1(x) + k2f2(x) + … + knfn(x)
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สรุปไดวา 

 y  = k1u1(x) + k2u2(x) + … + knun(x) 

เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบไมเอกพันธอันดับ n Q(D)y = 

k1f1(x) + k2f2(x) + … + knfn(x) บนเซต I

ตัวอยางเชน

ก. การหาผลเฉลยเฉพาะรายของสมการ (D2 + 4 )y = 5ex – 4x2 อาจทําไดดังนี้

 เนื+องจากผลเฉลยเฉพาะรายของ (D2 + 4)y = ex คือ 

 yp = 1
5 e5x

 และผลเฉลยเฉพาะรายของ (D2 + 4)y = x2 คือ 

 yp = 1
4 x2 – 1

8

 ดังนั้น ผลเฉลยเฉพาะรายของ (D2 + 4)y = 5ex – 4x2 คือ 

 yp  =  5 
1
5 ex  – 4 1

4 x2 – 18

  =  ex – x2 + 12

ข. สมการ (D2 + 1)y = 8 + e2x + x2

 Q(D)  = D2 + 1

 ดังนั้น จะไดวา

  Q(D)y  = 8 + e2x + x2

 มีผลเฉลยเติมเต็มคือ 

 yc  = c1 cos x + c2 sin x

 เมื+อ c1, c2 เปนคาคงตัว
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ผลเฉลยเฉพาะของสมการคือ Q(D)y = 8 คือ 

 yp = 8

ผลเฉลยเฉพาะของสมการคือ Q(D)y = e2x คือ 

 yp = 1
5 e2x

ผลเฉลยเฉพาะของสมการคือ Q(D)y = x2 คือ 

 yp = x2 – 2

จะไดผลเฉลยเฉพาะของสมการ Q(D)y = 8 + e2x + x2 ดังนี้

  yp  =  8 + 
1
5 e2x + (x2 – 2)

   =  6 + 15 e2x + x2

ดังนั้น ผลเฉลยทั่วไปคือ

  y  =  yc + yp

 y  = c1 cos x + c2 sin x + 6 + 
1
5 e2x + x2
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แบบฝกหัด 1.3

 1.  กําหนดให y1(x) = e
–3x, y2(x) = e

–x, y3(x) = e
2x จงแสดงวา y1, y2, y3 เปนผลเฉลยของ

สมการ y  + 2y  – 5y  – 6y = 0 และจงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ

 2.  กําหนดให y1(x) = e
x, y2(x) = e

–x เปนผลเฉลยของสมการ y  – y = 0 จงหาผลเฉลยที่

สอดคลองกับเงื+อนไข y(0) = 1 และ y (0) = –2

 3.  กําหนดให y1(x) = sin 2x, y2(x) = cos 2x เปนผลเฉลยของสมการ (D2 + 4)y = 0 จงหา

ผลเฉลยที่สอดคลองกับเงื+อนไข y(0) = 1 และ y (0) = –2

 4.  กําหนดให y1(x) = e2x, y2(x) = xe2x, y3(x) = x2e2x เปนผลเฉลยของสมการ 

(D3 – 6D2 + 12D – 8) y = 0 จงหาผลเฉลยที่สอดคลองกับเงื+อนไข y(0) = 1, y (0) = 1 และ 

y (0) = 1

 5.  กําหนดให y1(x) = e
2x cos 3x, y2(x) = e

2x sin 3x จงแสดงวา y1, y2 เปนผลเฉลยของ

สมการ y  – 4y  + 13y = 0 และจงหาผลเฉลยที่สอดคลองกับเงื+อนไข y(0) = –1 และ 

y (0) = 2

 6.  จงแสดงวา y = c1 cos x + c2 sin x + e
x เมื+อ c1, c2 เปนคาคงตัว เปนผลเฉลยทั่วไป

ของสมการ (D2 + 1)y = 2ex

 7.  จงแสดงวา y = c1e
x + c2e

2x + c3e
3x + 2x + 3 เมื+อ c1, c2, c3 เปนคาคงตัว เปนผลเฉลย

ทั่วไปของสมการ y  – 6y  + 11y  – 6y = –12x + 4 
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จงใชเงื%อนไขที่กําหนดใหตอไปนี้ หาผลเฉลยทั่วไปของสมการในขอ 8 – 10 

  กําหนดให y1(x) = 
1
6  เปนผลเฉลยเฉพาะของสมการ 

y  – 5y  + 6y = 1

           y2(x) = 
1
6 x + 5

36  เปนผลเฉลยเฉพาะของสมการ

y  – 5y  + 6y = x

           y3(x) = 
1
2 ex เปนผลเฉลยเฉพาะของสมการ

y  – 5y  + 6 = ex

           y4(x) =  c1e
2x + c2e

3x เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ

y  – 5y  + 6y = 0

 8.  y  – 5y  + 6y = ex + x + 1

 9. y  – 5y  + 6y = –5ex + 4x + 2

 10.  2y  – 10y  + 12y = –3ex + x





2
2.1 สมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบ

เอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

บทนิยาม 2.1.1  

สมการเชงิอนพุนัธสามญัเชงิเสนแบบเอกพนัธทีม่สีมัประสทิธิเ์ปนคาคงตวัเขยีนในรูปของ 

Q(D)y = 0 เมื+อ

  Q(D)  = a0D
n + a1D

n – 1 + a2D
n – 2 + … + an – 1D + an

เปนตัวดําเนินการเชิงอนุพันธอันดับ n โดยที่ a0, a1, a2, …, an เปนคาคงตัว และ a0 0

การหาผลเฉลยสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสน
แบบเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว

บทนิยาม 2.1.2  

สมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนแบบเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว 

 Q(D)y  =  0 
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เมื+อ Q(D) = a0D
n + a1D

n – 1 + a2D
n – 2 + … + an – 1 D + an เปนตวัดาํเนนิการเชงิอนพุนัธ

อันดับ n โดยที่ a0, a1, a2, …, an เปนคาคงตัว และ a0 0 และพหุนามในพจนของ r ระดับขั้น n 

 Q(r)  = a0r
n + a1r

n – 1 + a2r
n – 2 + … + an – 1 r + an 

เรียกวา พหุนามชวย (Auxiliary Polynomial) และเรียกสมการ Q(r) = 0 วาสมการชวย 

(Auxiliary Equation) ของสมการ Q(D)y = 0 

ความสัมพันธระหวาง Q(D) กับ Q(r) คือ ถา Q(r) แยกตัวประกอบไดเปน

  Q(r)  = a0(r – r1)(r – r2)…(r –rn) 

แลวเราจะไดวา

  Q(D)  = a0(D – r1)(D – r2) ... (D –rn)

 นอกจากนี้ สมการชวย Q(r) = 0 จะสามารถเขียนได ในรูป

  a0(r – r1)(r – r2) ... (r – rn)  = 0

ตัวอยางที่ 2.1 จงหาพหุนามชวย และสมการชวยของสมการ (D2 + D – 6)y = 0

วิธีทํา 

สมการ (D2 + D – 6)y  = 0

มีพหุนามชวยเปน 

 Q(r)  = r2 + r – 6

 สามารถแยกตัวประกอบของ

  r2 + r – 6  =  (r + 3)(r – 2)

 และเขียนได ในรูปสมการชวยที่แยกตัวประกอบไดเปน

  (r + 3)(r – 2)  =  0
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ตัวอยางที่ 2.2 จงหาพหุนามชวย และสมการชวยของสมการ (D3 + 2D2 – 5D – 6)y = 0

วิธีทํา

สมการ (D3 + 2D2 – 5D – 6)y = 0

มีพหุนามชวยเปน

  Q(r)  =  r3 + 2r2 – 5r – 6

 สามารถแยกตัวประกอบของ r3 + 2r2 – 5r – 6 ไดดังนี้

 พิจารณาตัวประกอบของ –6 ไดเปน 1, 2, 3,  6 จากตัวประกอบดังกลาวพบวา

 Q(–1)  =  (–1)3 + 2(–1)2 – 5(–1) – 6 = 0 

ดังนั้น กลาวไดวา (r + 1) เปนตัวประกอบหนึ่งของ Q(r) ซึ่ง (r + 1) หาร Q(r) ลงตัว 

สามารถหาตัวประกอบที่เหลือโดยการนํา (r + 1)ไปหาร r3 + 2r2 – 5r – 6 โดยการหารยาวหรือ

การหารสังเคราะหตามลําดับไดดังนี้

การหารยาวไดดังนี้

   r + 1)r3 + 2r2 – 5r – 6(r2 + r – 6

         r3 + r2 

                    r2 – 5r – 6 

                   r2 + r

                      –6r – 6

                      –6r – 6

 จะได r3 + 2r2 – 5r – 6  =  (r + 1)(r2 + r – 6)

  =  (r + 1)(r + 3)(r – 2)
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หรือการหารสังเคราะหไดดังนี้

 –1  1  2  –5 –6 
+

     –1  –1 6

   1  1  –6 0

จะได  r3 + 2r2 – 5r – 6  =  (r + 1)(r2 + r – 6)

   =  (r + 1)(r + 3)(r – 2)

 ดังนั้น  Q(r)  =  (r + 1)(r + 3)(r – 2)

เขียนได ในรูปสมการชวยที่แยกตัวประกอบไดเปน

  (r + 1)(r + 3)(r – 2)  =  0

แดเนียล แบรนูลลี (Daniel Bernoulli) และออยเลอร (Euler) นักคณิตศาสตร เปนผูเริ่ม

ตนหาผลเฉลยออกมาเปนฟงกชันเอกซโพเนนเชียลคือ y = erx โดย r เปนคาคงตัว 

จาก  Q(D)y  =  0

  Q(D)erx  =  (a0D
n + a1D

n – 1 + a2D
n – 2 + … + an – 1D + an)e

rx

  =  a0D
n erx + a1D

n – 1 erx + a2 D
n – 2 erx + … + an – 1 Derx + an e

rx

   =  a0 r
nerx + a1r

n – 1 erx + a2r
n – 2 erx + … + an – 1 re

rx + an e
rx

   =  (a0r
n + a1r

n – 1 + a2r
n – 2 + … + an – 1 r + an)e

rx

   =  Q(r) ex

นั่นคือ  Q(r) erx = 0

เนื+องจาก erx 0 ดังนั้น Q(r) = 0 และในทางกลับกัน ถา Q(r) = 0 จะได 

 Q(D)erx  =  Q(r)erx = 0

ดังนั้น y = erx จึงเปนผลเฉลยของสมการ Q(D)y = 0
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และสรุปไดวา y = erx เปนผลเฉลยของสมการ Q(D)y = 0 ก็ตอเมื+อ Q(r) = 0 ซึ่งเรียก

สมการ Q(r) = 0 นี้วา สมการชวยของสมการ Q(D)y = 0 ดังนั้น การหาผลเฉลยพิจารณาจาก

รากของการแกสมการชวย Q(r) = 0 ซึ่งจะไดรากทั้งหมด n คา โดยสมมติใหรากของสมการได

เปน r = r1, r2, r3, …, rn และเนื+องจากรากของสมการชวย Q(r) = 0 ซึ่งเปนพหุนามระดับขั้น n 

นั้น ลักษณะของรากสมการที่ไดอาจเปนดังนี้

กรณีที่ 1 สมการชวยมีรากเปนจํานวนจริงที่แตกตางกันทุกตัว 

กรณีที่ 2 สมการชวยมีรากเปนจํานวนจริงที่ซํ้ากันบางคา 

กรณีที่ 3 สมการชวยมีรากเปนจํานวนเชิงซอนที่แตกตางกันทุกตัว 

กรณีที่ 4 สมการชวยมีรากเปนจํานวนเชิงซอนที่ซํ้ากันบางคา

ตัวอยางที่ 2.3 จงหารากของสมการชวยของสมการ y  + y  – 12y = 0

วิธีทํา

สมการ y  + y  – 12y = 0 

หรือสมการ  (D2 + D – 12)y  = 0

มีสมการชวยเปน 

 r2 + r – 12  = 0

  (r + 4)(r – 3)  = 0

 r  = –4, 3

ดังนั้น รากสมการชวย Q(r) = 0 เปนจํานวนจริงที่แตกตางกันทุกตัวคือ r = –4, 3 

ตัวอยางที่ 2.4 จงหารากของสมการชวยของสมการ 6y  + y  – 2y = 0

วิธีทํา

สมการ   6y  + y  – 2y = 0 

หรือสมการ  (6D2 + D – 2)y = 0
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มีสมการชวยเปน

 6r2 + r – 2  =  0

  (3r + 2)(2r – 1)  =  0

 r  = – 2
3 , 1

2  

ดังนั้น รากสมการชวย Q(r) = 0 เปนจํานวนจริงที่แตกตางกันทุกตัวคือ r = – 2
3 , 1

2  

ตัวอยางที่ 2.5 จงหารากของสมการชวยของสมการ (D3 – 4D2 – 3D + 18)y = 0

วิธีทํา

สมการ (D3 – 4D2 – 3D + 18)y = 0

มีสมการชวยเปน

 r3 – 4r2 – 3r + 18  =  0

 พิจารณาการหารสังเคราะหไดดังนี้

 3  1  –4  –3 18 
+

       3  –3 –18

   1  –1  –6 0

 จะได  r3 – 4r2 – 3r + 18  =  (r – 3)(r2 – r – 6)

  =  (r – 3)(r – 3)(r + 2)

  (r – 3)(r – 3)(r + 2)  =  0

 r  =  3, 3, –2

ดังนั้น รากสมการชวย Q(r) = 0 เปนจํานวนจริงคือ r = 3, –2 และที่ซํ้ากันคือ r = 3  

มี 2 จํานวน



71             

ตัวอยางที่ 2.6 จงหารากของสมการชวยของสมการ (D3 + 6D2 + 12D + 8)y = 0

วิธีทํา

สมการ  (D3 + 6D2 + 12D + 8)y  =  0

มีสมการชวยเปน

 r3 + 6r2 + 12r + 8  =  0

 พิจารณาการหารสังเคราะหไดดังนี้

 –2  1  6  12 8 
+

       –2  –8 –8

   1  4  4 0

จะได  r3 + 6r2 + 12r + 8  =  (r + 2)(r2 + 4r + 4)

  =  (r + 2)(r + 2)(r + 2)

  = (r + 2)3

  (r + 2)3  =  0

 r  =  –2, –2, –2

ดังนั้น รากสมการชวย Q(r) = 0 เปนจํานวนจริงคือ r = –2 และซํ้ากันคือ r = –2 มี  

3 จํานวน

ตัวอยางที่ 2.7 จงหารากของสมการชวยของสมการ (D2 + 1)y = 0

วิธีทํา

สมการ  (D2 + 1)y  = 0

มีสมการชวยเปน

 r2 + 1  = 0

  r2 – i2  = 0       (i2 = –1)



72          

  (r –i)(r + i)  = 0

 r  = –i, i

ดังนั้น รากสมการชวย Q(r) = 0 เปนจํานวนเชิงซอนที่แตกตางกันทุกตัว คือ r = –i, i

ตัวอยางที่ 2.8 จงหารากของสมการชวยของสมการ (D2 + D + 1)y = 0

วิธีทํา

สมการ (D2 + D + 1)y = 0

มีสมการชวยเปน

 r2 + r + 1  = 0

ใชสูตร  ar2 + br + c  =  0 

จะได  r  = –b    b2 – 4ac
2a

  r  = –1    (1)2 – 4(1)(1)
2(1)

   = –1    1 – 4
2

   = –1    –3
2

   = –1     3 i
2  –3 = –3  –1 = 3 i 

   =  – 1
2    3

2  i

ดังนั้น รากสมการชวย Q(r) = 0 เปนจํานวนเชิงซอนที่แตกตางกันทุกตัวคือ

 r  =  – 1
2  + 3

2 i, – 1
2  – 3

2 i
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ตัวอยางที่ 2.9 จงหารากของสมการชวยของสมการ (D2 – 4D + 13)y = 0

วิธีทํา

สมการ (D2 – 4D + 13)y = 0

มีสมการชวยเปน

 r2 – 4r + 13  = 0

ใชสูตร  ar2 + br + c  =  0 

จะได  

  r  = –b    b2 – 4ac
2a

  r  = –(–4)    (–4)2 – 4(1)(13)
2(1)

   = 4    16 – 52
2

   = 4    –36
2

   = 
4  6i

2  –36 = 36  –1 = 6i 

   =  –2  3i

ดังนั้น รากสมการชวย Q(r) = 0 เปนจํานวนเชิงซอนที่แตกตางกันทุกตัวคือ r = 2 + 3i,  

2 – 3i
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ตัวอยางที่ 2.10 จงหารากของสมการชวยของสมการ (D4 + 2D2 + 1)y = 0

วิธีทํา

สมการ (D4 + 2D2 + 1)y = 0

มีสมการชวยเปน

 r4 + 2r2 + 1  =  0

  (r2 + 1)2  =  0

  (r2 – i2)2  =  0       (i2 = –1)

  ((r –i)(r + i))2  =  0

  (r –i)2(r + i)2  =  0

 r  = –i, –i, i, i

ดังนั้น รากสมการชวย Q(r) = 0 เปนจํานวนเชิงซอนคือ r = –i, i และที่ซํ้ากันคือ r = –i, i 

ตางซํ้ากัน 2 จํานวน

ตัวอยางที่ 2.11 จงหารากของสมการชวยของสมการ (D4 – 5D2 + 12D + 28)y = 4

วิธีทํา

สมการ (D4 – 5D2 + 12D + 28)y = 0

มีสมการชวยเปน

 r4 – 5r2 + 12r + 28  =  0

พิจารณาการหารสังเคราะหของ r4 – 5r2 + 12r + 28 ไดดังนี้

 –2  1  0  –5 12  28 
+

       –2  4 2 –28

   1  –2  –1 14    0

จะได r4 – 5r2 + 12r + 28 = (r + 2)(r3 – 2r2 – r + 14)
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พิจารณาการหารสังเคราะหของ r3 – 2r2 – r + 14 ไดดังนี้

 –2  1  –2  –1 14 
+

       –2  8 –14

   1  –4  7 0

จะได  r3 – 2r2 – r + 14  =  (r + 2)(r2 – 4r + 7)

ดังนั้น  r4 – 5r2 + 12r + 28  =  (r + 2)(r + 2)(r2 – 4r + 7)

  =  (r + 2)2(r2 – 4r + 7)

จากสมการชวย

 r4 – 5r2 + 12r + 28  =  0

นั่นคือ  (r + 2)2(r2 – 4r + 7)  =  0

จะได (r + 2)2  =  0 

หรือ  r2 – 4r + 7  =  0

จาก  (r + 2)2  =  0

 r  =  –2, –2

จาก  r2 – 4r + 7 =  0

จากสูตร  ar2 + br + c  =  0 

จะได  r  = –b    b2 – 4ac
2a

  r  = –(–4)    (–4)2 – 4(1)(7)
2(1)

   = 4    16 – 28
2

   = 4    –12
2
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   = 4 2    3 i
2  –12  = 12  –1 = 2 3 i 

   = 4
2   2 3 i

2   

   = 2  3 i

ดังนั้น รากสมการชวย Q(r) = 0 เปนจํานวนจริงคือ r = –2 และซํ้ากันคือ r = –2 มี 2 

จํานวน

และเปนจํานวนเชิงซอนที่แตกตางกันคือ r = 2– 3 i, 2 +  3 i



77             

แบบฝกหัด 2.1

จากขอ 1 – 3 จงหาพหุนามชวยของสมการเชิงอนุพันธตอไปนี้

 1. (D2 + 4D + 4)y = 0

 2. y  + 2y  + y = 0

 3. y  + 6y  + 12y  + 8y = 0

จากขอ 4 – 10 จงหารากของสมการชวยของสมการเชิงอนุพันธตอไปนี้

 4. (D2 – D + 6)y = 0

 5. y  + 3y  – 4y = 0

 6. y  – 11y  + 31y  – 21y = 0

 7. (D2 + 6D + 13)y = 0

 8. (D3 – 2D2 + 16D – 32)y = 0

 9. (D3 + 12D2 + 48D + 64)y = 0

 10. y  – 4y  + 9y  – 10y = 0
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2.2 กรณีที่ 1 สมการชวยมีรากเปน 
จํานวนจริงที่แตกตางกันทุกตัว 
ถารากของสมการชวย Q(r) = 0 เปนจํานวนจริงที่แตกตางกันทั้งหมด n คาคือ r = r1, 

r2, r3, …, rn แลวจะไดวา y = er1x, y = er2x, y = er3x, …, y = ernx เปนผลเฉลยของสมการ 

Q(D)y = 0 เพราะวา y = er1x, y = er2x, y = er3x, …, y = ernx เปนผลเฉลยอิสระเชิงเสนตอกัน  

ดังนั้น ผลเฉลยทั่วไปของสมการ Q(D)y = 0 คือ

  y = c1e
r1x + c2e

r2x + c3e
r3x + … + cne

rnx

เมื+อ c1, c2, c3, …, cn เปนคาคงตัวใดๆ 

ตัวอยางที่ 2.12 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (D2 – D – 2)y = 0

วิธีทํา

สมการชวยคือ r2 – r –2  =  0

  (r + 1)(r – 2)  =  0

  r  =  –1, 2

ดังนั้น รากสมการชวยเปนจํานวนจริงที่แตกตางกันทุกตัวคือ r = –1, 2

ผลเฉลยทั่วไปคือ

 y  = c1e
–x + c2e

2x

ตัวอยางที่ 2.13 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 3y  + 5y  – 2y  = 0

วิธีทํา

 (3D3 + 5D2 – 2D)y  = 0

 สมการชวยคือ

 3r3 + 5r2 – 2r  =  0

  r(3r2 + 5r – 2)  =  0
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  r(3r – 1)(r + 2)  =  0

  r  =  –2, 0, 13  

ดังนั้น รากสมการชวยเปนจํานวนจริงที่แตกตางกันทุกตัวคือ r = –2, 0, 13  

ผลเฉลยทั่วไปคือ 

 y  =  c1e
0x + c2e

–2x + c3 e
1
3

x

 y  =  c1 + c2e
–2x + c3e

1
3

x

ตัวอยางที่ 2.14 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ y  – 5y = 0

วิธีทํา

 (D2 – 5)y  = 0

สมการชวยคือ

 r2 – 5  =  0

  r + 5 r – 5   =  0

  r  =  – 5, 5

ดังนั้น รากสมการชวยเปนจํานวนจริงที่แตกตางกันทุกตัวคือ r = – 5, 5

ผลเฉลยทั่วไปคือ

  y  = c1e
– 5x + c2e

5x

ตัวอยางที่ 2.15 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (D3 + 2D2 –5D – 6)y = 0

วิธีทํา

สมการชวยคือ

 r3 + 2r2 – 5r – 6  = 0
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พิจารณาการหารสังเคราะหไดดังนี้

 2  1  2  –5 –6 
+

       2  8 6

   1  4  3 0

 จะได 

 r3 + 2r2 – 5r – 6  =  (r – 2)(r2 + 4r + 3)

  =  (r – 2)(r + 1)(r + 3)

  (r – 2)(r + 1)(r + 3)  =  0

  r  =  –3, –1, 2

ดังนั้น รากสมการชวยเปนจํานวนจริงที่แตกตางกันทุกตัวคือ r = –3, –1, 2

ผลเฉลยท่ัวไปคือ y  =  c1e
–3x + c2e

–x + c3e
2x

ตัวอยางที่ 2.16 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ (D3 – 6D2 + 11D – 6)y = 0

วิธีทํา

สมการชวยคือ

 r3 – 6r2 + 11r – 6  = 0

 พิจารณาการหารสังเคราะหไดดังนี้

 1  1  –6  11 –6 
+

       1  –5 6

   1  –5  6 0

 จะได 

 r3 – 6r2 + 11r – 6  =  (r – 1)(r2 – 5r + 6)

  =  (r – 1)(r – 2)(r – 3)

 (r – 1)(r – 2)(r – 3)  =  0

  r  = 1, 2, 3
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ดังนั้น รากสมการชวยเปนจํานวนจริงที่แตกตางกันทุกตัวคือ r = 1, 2, 3

ผลเฉลยทั่วไปคือ

  y  = c1e
x + c2e

2x + c3e
3x

ตัวอยางที่ 2.17 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ y  – 4y  + y  + 6y = 0

วิธีทํา

 (D3 – 4D2 + D + 6)y  = 0

สมการชวยคือ

 r3 – 4r2 + r + 6  = 0

 พิจารณาการหารสังเคราะหไดดังนี้

 –1  1  –4  1 6 
+

       –1  5 –6

   1  –5  6 0

จะได 

 r3 – 4r2 + r + 6  =  (r + 1)(r2 – 5r + 6)

  =  (r + 1)(r – 2)(r – 3)

  (r + 1)(r – 2)(r – 3)  =  0

  r  =  –1, 2, 3

ดังนั้นรากสมการชวยเปนจํานวนจริงที่แตกตางกันทุกตัวคือ r = –1, 2, 3

ผลเฉลยทั่วไปคือ 

 y  = c1e
–x + c2e

2x + c3e
3x
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ตัวอยางที่ 2.18 จงหาผลเฉลยเฉพาะรายของสมการ y  + 3y  – 4y = 0, y(0) = 1, y (0) = –1

วิธีทํา

  (D2 + 3D – 4)y  = 0

 สมการชวยคือ

 r2 + 3r – 4  =  0

  (r + 4)(r – 1)  =  0

  r  =  –4, 1

ดังนั้น ผลเฉลยทั่วไปคือ

  y  = c1e
–4x + c2e

x

เพราะวา y(0) = 1 ดังนั้น 

 1  =  c1e
–4(0) + c2e0 

  c1 + c2  =  1  (1)

จาก  y  =  c1e
–4x + c2e

x 

ได  y   =  –4c1e
–4x + c2e

x

และ  y (0)  =  –1 

ดังนั้น  –1  =  –4c1e
–4(0) + c2e

0

  –4c1 + c2  = –1  (2)

แกสมการที่ (1) และ (2) ไดดังนี้

นําสมการที่ (1) – (2) จะได 

 c1 + c2 –(–4c1 + c2) = 1 – (–1)

 c1 + c2 + 4c1 – c2 = 2

  5c1 = 2

 c1  = 
2
5






