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    คู่มือเตรียมสอบส ำหรับต ำแหน่งนักเรียนอุตุนิยมวิทยำ กรมอุตุนิยมวิทยำ  
เล่มนี้  ทำงสถำบัน  THE BEST CENTER และฝำ่ยวิชำกำรของสถำบันได้เรียบเรียงขึ้น เพื่อให้
ผู้สมัครสอบใช้ส ำหรับเตรียมสอบในกำรสอบแข่งขันฯในครั้งนี้ 
 
                        ทำงสถำบัน THE BEST CENTER ได้เล็งเห็นควำมส ำคัญจึงได้จัดท ำหนังสือ 
เล่มนี้ขึ้นมำ ภำยในเล่มประกอบด้วยทุกส่วนท่ีก ำหนดในกำรสอบ เจำะข้อสอบทุกส่วน พร้อม 
ค ำเฉลยอธิบำย มำจัดท ำเป็นหนังสือชุดนี้ขึ้น เพื่อให้ผู้สอบได้เตรียมตัวอ่ำนล่วงหน้ำ มีควำม 
พร้อมในกำรท ำข้อสอบ 
 
                         ท้ำยนี้ คณะผู้จัดท ำขอขอบคุณทำงสถำบัน THE BEST CENTER ท่ีได้ให้กำร 
สนับสนุนและมีส่วนร่วมในกำรจัดท ำต้นฉบับ ท ำให้หนังสือเล่มนี้สำมำรถส ำเร็จขึ้นมำเป็น 
เล่มได้  พร้อมกันนี้คณะผูจ้ัดท ำขอน้อมรับข้อบกพร่องใดๆ อันเกิดขึ้นและยินดีรับฟังควำม 
คิดเห็นจำกทุกๆท่ำน เพื่อที่จะน ำมำปรับปรุงแก้ไขให้ดียิ่งขึ้น 
 

 
 
 
 

  ขอให้โชคดีในกำรสอบทุกท่ำน 
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--------------------------------------------------------------------------- 

                                                          ตรีโกณมิติและการประยุกต ์
 
   1. ฟังก์ชันตรีโกณมิติ 
                                                     

       ฟังก์ชันไซน์ (sine)   :   sin  = 
c
a    

       ฟังก์ชันโคไซน์ (cosine)    :   cos  = 
c
b    

       ฟังก์ชันแทนเจนต์ (tangent)   :   tan  = 




cos
sin  = 

b
a    เมื่อ  cos   0 

       ฟังก์ชันโคแทนเจนต์ (cotangent)    :   cot  = 
tan

1  = 




sin
cos  = 

a
b     เมื่อ  sin   0 

       ฟังก์ชันเซแคนต์ (secant)    :   sec  = 
cos

1  = 
b
c    เมื่อ  cos   0 

       ฟังก์ชันโคเซแคนต์ (cosecant)    :   cosec  = 
sin

1  = 
a
c     เมื่อ  sin   0 

 

   2. ค่าของฟังก์ชันตรีโกณมิติ   

       มุม A 0 
6
  

4
  

3
  

2
    

2
3  2  

ฟังก์ชัน (0) (30) (45) (60) (90) (180) (270) (360) 

sin A 0 
2
1  

2
1  

2
3  1 0 -1 0 

cos A 1 
2
3  2

1  
2
1  0 -1 0 1 

tan A 0 
3

1  1 3  --- 0 --- 0 

cot A --- 3  1 
3

1  0 --- 0 --- 

sec A 1 
3

2  2  2 --- -1 --- 1 

cosec A --- 2 2  3
2  1 --- -1 --- 

                ความสัมพันธ์ระหว่างหน่วยองศากับหน่วยเรเดียน 

                                1  องศา    =  
180
   เรเดียน 

                                1  เรเดียน  =  


180   องศา 
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   3.  ค่าฟังก์ชันตรีโกณมิติของมุม 

     sin (-)  =  -sin  

     cos (-)  =   cos  

     tan (-)  =  -tan  

     cosec (-)  =  -cosec  

     sec (-)      =   sec  

     cot (-)      =  -cot  

 

     sin ( - )     =   sin  

     sin ( + )    =  -sin  

     sin (2 - )   =  -sin  

     sin (2 + )  =   sin  

    cos ( - )     =  -cos  

    cos ( + )    =  -cos  

    cos (2 - )   =   cos  

    cos (2 + )  =   cos  

 

    sin (
2
  - )     =   cos  

    sin (
2
  + )    =   cos  

    sin (
2

3  - )   =  -cos  

    sin (
2

3  + )  =  -cos  

    cos (
2
  - )     =   sin  

    cos (
2
  + )    =  -sin  

    cos (
2

3  - )   =  -sin  

    cos (
2

3  + )  =   sin  

 
   4. สูตรของฟังก์ชันตรีโกณมิติ       

       (1)  sin2A + cos2A  =  1    
                sec2A - tan2 A =  1 
                cosec2A - cot2 A =  1 

 (2) sin(A + B)   =  sin A cos B  +  cos A sin B 

  sin(A - B)    =  sin A cos B  -  cos A sin B 

  cos(A + B)  =  cos A cos B  -  sin A sin B 

  cos(A - B)   =  cos A cos B  +  sin A sin B 

  tan(A + B)   =  
BA tan tan- 1
B tanA tan    tan(A - B)   =  

BA tan tan 1
B tan-A tan


 

  cot(A + B)   =  
Acot  Bcot
1 - BcotAcot


  cot(A - B)   =  

Acot - Bcot
1  BcotAcot   
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       (3)  2 sin A cos B   =  sin (A + B)  +  sin (A - B) 

              2 cos A sin B   =  sin (A + B)  -  sin (A - B) 

              2 cos A cos B =  cos (A + B)  +  cos (A - B) 

              2 sin A sin B    =  cos (A - B)  -  cos (A + B) 

       (4)  sin A  +  sin B   =  2 sin 






 

2
B A cos 









2
B -A  

  sin A  -  sin B    =  2 cos 






 

2
B A sin 









2
B -A  

  cos A  +  cos B  =  2 cos 






 

2
B A cos 









2
B -A  

  cos A  -  cos B   =  -2 sin 






 

2
B A sin 









2
B -A  

       (5)   sin 2A   =  2 sin A cos A     

  sin 2A   =  
A tan 1

Atan2
2



 

  cos 2A   =  cos2A - sin2A 
  cos 2A   =  1 - 2sin2A 
  cos 2A   =  2cos2A - 1 

  cos 2A   =  
A tan 1
A tan- 1

2

2



 

  tan 2A   =  
A tan- 1

Atan2
2

    

       (6)  sin 3A   =  3sin A  -  4sin3A 
  cos 3A   =  4cos3A  -  3cos A 

  tan 3A   =  
Atan3 - 1

A tan-A tan3
2

3
 

       (7)  sin2A   =  
2

2Acos - 1     

             cos2A   =  
2

2Acos  1   

             tan2A   =  
2Acos  1
2Acos - 1


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   5. อินเวอร์สของฟังก์ชันตรีโกณมิติ 

     ฟังก์ชันอินเวอร์สไซน์ (arcsine) 
y  =  arc sin x  ก็ต่อเมื่อ  sin y  =  x    

เมื่อ  -1  x  1  และ  -
2
   y  

2
  

     ฟังก์ชันอินเวอร์สโคไซน์ (arccosine) 
y  =  arc cos x  ก็ต่อเมื่อ  cos y  =  x    
เมื่อ  -1  x  1  และ  0  y   

 ตัวผกผัน (inverse)  ของฟังก์ชันตรีโกณมิติอ่ืนๆ สรุปดังตาราง 
                                

ฟังก์ชัน โดเมน เรนจ์ 

  arc sin [-1, 1] [-
2
 , 

2
 ] 

  arc cos [-1, 1] [0, ] 

  arc tan R (-
2
 , 

2
 ) 

  arc cot R (0, ) 
  arc sec (-, -1] U [1, ) [0, 

2
 ) U (

2
 , ] 

  arc cosec (-, -1] U [1, ) [-
2
 , 0) U (0, 

2
 ] 

 
สิ่งท่ีควรทราบ 
    1.   sin(arc sin x)  =  x       เมื่อ  -1  x  1 
     2.   cos(arc cos x)  =  x     เมื่อ  -1  x  1 
    3.   tan(arc tan x)  =  x     เมื่อ   x  R 

    4.   arc cosec x  =  arc sin 
x
1  

    5.   arc sec x  =  arc cos 
x
1  

    6.   arc cot x  =  arc tan 
x
1  

    7.   arc tan x + arc tan y  =  arc tan 
 xy- 1
 yx     

    8.   arc tan x - arc tan y  =  arc tan 
 xy 1
 y-x 


 

    9.   arc cot x + arc cot y  =  arc cot 
 x y
1 - xy


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  10.   arc cot x - arc cot y  =  arc cot 
 x- y
1  xy     

  11.   arc sin x + arc cos x  =  
2
  

  12.   arc tan x + arc cot x  =  
2
  

  13.   arc sec x + arc cosec x  =  
2
  

  14.   2 arc tan x  =  arc tan 
2 x- 1

2x  

  15.   2 arc cot x  =  arc cot 
2x

1 - x2
 

 
   6. กฎของไซน์และโคไซน์ 

          กฎของไซน์   

a
Asin   =  

b
Bsin   =  

c
Csin  

 
           กฎของโคไซน ์

    a2  =  b2 + c2 - 2bc cos A          
                         b2  =  a2 + c2 - 2ac cos B           
                         c2  =  a2 + b2 - 2ab cos C 

           พื้นที่ของสามเหลี่ยม 

พ้ืนที่สามเหลี่ยม ABC  =  
2
1 ab sin C   

       =  
2
1 ac sin B 

       =  
2
1 bc sin A 

 
             

                        

                               

 
    แนวข้อสอบตรีโกณมิติ 
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  1. ค่าของ  




330sin2
300sec - 135tan3 22

  เท่ากับ    

        1.  -7                                2.  -1 
        3.  1                                4.  7 

 ตอบ  3 
 แนวคิด เนื่องจาก     tan 135   =  tan (180 - 45)   =  -tan 45  =  -1 
                                     sec 300  =  sec (360 - 60)   =   sec 60  =  2 

                                     sin 330 =  sin (360 - 30)   =  -sin 30   =  -
2
1  

    




330sin2
300sec - 135tan3 22

  =  
)

2
1(-2

(2) - (-1)3 22
  =  

1-
4 - 3   =  1 

  2. ถ้า  cos A  =  
5
3   และ  0 < A < 90  แล้วค่าของ  

 A)- sec(90 -A tan
 A)- cot(90 A sin



   เท่ากับข้อใด  

        1.  
5

118                               2.  
5

128  

        3.  
15
118                                 4.  

15
128  

 ตอบ  2 

 แนวคิด จาก    cos A  =  
5
3   และ  0 < A < 90         

 

                                    5             4           

                                  A 
                                         3 
  เนื่องจาก  cot (90 - A)  =  tan A  และ  sec (90 - A)  =  cosec A 

  ดังนั้น   
 A)- sec(90 -A tan
 A)- cot(90 A sin



   =  
Acosec -A tan

A tanA sin   

                                                            =  

4
5  -

3
4

3
4    

5
4

   



 

                                                            =  
5

128  

                                          

  3. 4sin
3

2 cos
6

7   -  tan
4

13 cot2

6
11    มีค่าตรงกับข้อใด    

        1.  6                                2.  0 

จากรูป  จะได้ 

sin A  = 
5
4  , tan A  = 

3
4  ,  cosec A  = 

4
5  ตัว
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        3.  -6                                4.  -3 + 3  

 ตอบ  3 

 แนวคิด เนื่องจาก     sin 
3

2    =  sin (  - 
3
 )   =   sin 

3
    =  

2
3  

                                     cos
6

7    =  cos (  + 
6
 )   =  -cos 

6
    =  -

2
3  

                                     tan
4

13  =  tan (3  + 
4
 )   =   tan 

4
    =  1 

                                     cot
6

11  =  cot (2  - 
6
 )   =  -cot 

6
    = - 3  

    4sin
3

2 cos
6

7   -  tan
4

13 cot2

6
11   =  4(

2
3 )(-

2
3 )  - (1)(- 3 )2 

                                                                              =  4(-
4
3 )  - (1)(3) 

                                                                              =  -3 - 3 
                                                                              =  -6 

  4. ก าหนด  0 <  < 2  และ  2sin tan - 1  =  2sin - tan  ผลบวกของค่า    ทุกค่าท่ีสอดคล้อง 
      กับสมการข้างต้น  มีค่าตรงกับข้อใด  

        1.  
2

9                               2.  
2

11  

        3.  
4

9                                 4.  
4

11  

 ตอบ  1 
 แนวคิด จากโจทย์        2sin tan - 1  =  2sin - tan  
   จะได้          2sin tan - 2sin + tan - 1  =  0    
                                        2sin (tan - 1) + (tan - 1)  =  0 
                                        (tan - 1)(2sin + 1)  =  0 
  นั่นคือ    tan - 1  =  0           หรือ      2sin + 1 =  0 

                                    tan =  1             หรือ             sin   =  -
2
1           

                                           = 
4
 , 

4
5      หรือ                    = 

6
7 , 

6
11  

    ผลบวกของค่า    =  
4
  + 

4
5  + 

6
7  + 

6
11   =  

2
9  

5. ค่าของ  4 (cos 15 + cos 75)  ตรงกับข้อใด   
        1.  3                               2.  6  
        3.  2 3                                 4.  2 6  
 ตอบ  4 

ตัว
อย
่าง
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 แนวคิด                cos(A + B)  =  cos A cos B  -  sin A sin B 
             cos(A - B)   =  cos A cos B  +  sin A sin B   

  cos 15  =  cos(45 - 30)   =  cos 45 cos 30  +  sin 45 sin 30 

              =  (
2

1 )(
2
3 )  +  (

2
1 )(

2
1 ) 

                                 =  
22
1  3   

  cos 75  =  cos(45 + 30)   =  cos 45 cos 30  -  sin 45 sin 30 

              =  (
2

1 )(
2
3 )  -  (

2
1 )(

2
1 ) 

                                 =  
22
1 - 3  

    4 (cos 15 + cos 75)  =  4(
22
1  3   + 

22
1 - 3 )  =  4(

2
3 )  =  2 6  

  6. ก าหนดสมการ  2cos2x + 3sinx - 3  =  0  และ  0  x < 2  แล้ว  ค่าของ  x  ตรงกับข้อใด   

        1.  
6
  , 

6
5                               2.  

6
  , 

2
  

        3.  
6
  , 

6
5  , 

2
3                                4.  

6
  , 

2
  , 

6
5  

 ตอบ  4 
 แนวคิด จากโจทย์              2cos2x + 3sinx - 3   =  0  
   จะได้              2(1 - sin2x) + 3sinx - 3  =  0          (จาก  sin2x + cos2x = 1) 
                                          2 - 2sin2x + 3sinx - 3   =  0 
                                               2sin2x - 3sinx + 1   =  0 
                                             (2sinx - 1)(sinx - 1)   =  0 

  นั่นคือ     2sinx - 1 = 0  จะได้  sinx  =  
2
1   ดังนั้น  x = 

6
  , 

6
5  

  และ         sinx - 1 = 0  จะได้  sinx  =  1    ดังนั้น  x = 
2
   

    x  =  
6
  , 

2
  , 

6
5   

  7. ข้อใดต่อไปนี้เป็นเซตค าตอบของสมการ  sin( + 60)  =  2 cos( + 30)  เมื่อ  0 <  < 360  

        1.  {30 , 60}                             2.  {30 , 150} 

        3.  {30 , 210}                               4.  {150 , 210} 

 ตอบ  3 
 แนวคิด จาก                          sin( + 60)   =  2 cos( + 30)  

ตัว
อย
่าง
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      จะได้     sin cos60 + cos sin60   =  2 (cos cos30 - sin sin30) 

                                           
2
1 sin + 

2
3 cos   =  2 (

2
3 cos - 

2
1 sin) 

                                           
2
1 sin + 

2
3 cos   =  3 cos - sin 

                                                  
2
1 sin + sin   =  3 cos - 

2
3 cos 

                                                           
2
3 sin   =  

2
3 cos 

                                                             tan   =  
3
3  =  

3
1  

  เนื่องจาก  tan  มีค่าเป็นบวกในควอดรันต์ที่ 1  และควอดรันต์ที่ 3 
        =  30 ,  210 

 8. จงหาค่าของ  k  ที่ท าให้  (cos + sin)2 + 2k cos sin  =  5 cos sin + 1  

        1.  
3
2                               2.  -

3
2  

        3.  
2
3                                 4.  -

2
3  

 ตอบ  3 

 แนวคิด จาก         (cos + sin)2 + 2k cos sin  =  5 cos sin + 1  

  จะได้         (cos2
 + 2 cos sin + sin2

) + 2k cos sin  =  5 cos sin + 1 

  เนื่องจาก    cos2
 + sin2

 = 1 

                     ดังนั้น      2 cos sin + 2k cos sin + 1   =  5 cos sin + 1 

                                                            2k cos sin   =  3 cos sin 

                                                                          2k   =  3 

                                                                            k  =  
2
3  

  9. sin( arc tan 
12
5  + arc cos 

5
3 )  มีค่าเท่ากับข้อใด  

        1.  -
65
63                               2.  -

65
13  

        3.  
65
63                                 4.  

65
115  

 ตอบ  3 

 แนวคิด จากโจทย์   ให้     x  =  arc tan 
12
5   จะได้   tan x  =  

12
5   

ตัว
อย
่าง
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                 และ  y  =  arc cos 
5
3     จะได้   cos y  =  

5
3  

  จาก   tan x  =  
12
5   จะได้ 

 
                                               13                 5           

                                             x 
                                                    12 

  จาก   cos y  =  
5
3   จะได้ 

 
                                                5                  4           
                                             y 
                                                    3 
 

  ดังนั้น    sin( arc tan 
12
5 + arc cos 

5
3 )  =  sin(x + y) 

                                                                        =  sin x cos y + cos x sin y 

                                                                        =  (
13
5 )(

5
3 ) + (

13
12 )(

5
4 ) 

                                                                        =  
65
15  + 

65
48  

                                                                        =  
65
63  

 10. ชายผู้หนึ่งยืนอยู่ห่างจากตึกหลังหนึ่งเป็นระยะทาง  100  ฟุต  สังเกตเห็นมุมเงยของหลังคาตึกเป็น  30  
      และมุมเงยของเสาอากาศท่ีตั้งอยู่บนหลังคาเป็น  60  จงหาความสูงของเสาอากาศ  

        1.  
3

350                               2.  
3

3200  

        3.  50 3                                 4.  100 3  

 ตอบ  2 
 แนวคิด                              C 
 
                                                  D 
                                                    
                                  60 
                                   30 

                           A       100        B 

จากรูป   

 sin x  =  
13
5  ,  cos x  =  

13
12  

จากรูป   

 sin y  =  
5
4   

 ADB  :   tan 30 = 
AB
BD    

                   
3

1  =  
100
BD  

                    BD  =  
3

100  

                          =  
3

3100  

 
 
 

ตัว
อย
่าง
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                          ADB  :   tan 60 = 
AB
BC    

                                            3  =  
100
BD  

                                             BC  =  100 3  

    ความสูงของเสาอากาศ  =  BC - BD  =  100 3  - 
3

3100   =  
3

3200  ฟุต 

11. ให้  ABC  เป็นรูปสามเหลี่ยม  ดังรูป   
                                                     A 
                                        7                 5 
                                                             
                             B              8                C    

       ค่าของ  sin2 

2
B   เท่ากับข้อใด 

        1.  
28
3                            2.  

28
7   3.  

28
12                              4.  

28
21  

 ตอบ  1 
 แนวคิด จากกฎของโคไซน์       AC2  =  AB2 + BC2 - 2ABBC cos B                              
                                52  =  72 + 82 - 2(7)(8) cos B          

                                              cos B  =  
14
11   

  สูตร       cos2A  =  
2

2Acos - 1  

  จะได้      cos2

2
B   =  

2
Bcos - 1   =  

2
14
11  -  1

 

                                            =  
28
3  

 
             

 
 
 
 
 
 
 
 

ตัว
อย
่าง
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                                                                                       ฟังก์ชัน 
 

  1. ความสมัพันธ ์(Relation) 
         บทนิยาม   คู่อันดับ  (a,  b)  =  (c,  d)  ก็ต่อเมื่อ  a  =  c  และ  b  =  d 
         บทนิยาม   ผลคูณคาร์ทีเซียนของ  A  และ  B  คือ  เซตของคู่อันดับ (a,  b)  โดยที่   
 a  A  และ  b  B  เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  A x B   
           A x B  =  { (a,  b) | a  A  และ  b  B} 
  ตัวอย่าง       ให้  A  =  {1,  2,  3}  และ  B  =  {a,  b}   
                   จะได้   A x B  =  {(1, a), (1, b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)} 
                   B x A  =  {(a, 1), (a, 2), (a, 3), (b, 1), (b, 2), (b, 3)} 
                               

          สมบัติของผลคูณคาร์ทีเซียน 
           1.  ถ้า  A  มีสมาชิก  m  ตัว  และ  B  มีสมาชิก  n  ตัว แล้ว  A x B  จะมีสมาชิก  m x n  ตัว 
           2.  A x B =   ก็ต่อเมื่อ  A =   หรือ  B =  
           3.  ถ้า  A x B = A x C  และ A    แล้ว  B = C 
           4.  A x (B  C)  =  (A x B)  (A x C) 
           5.  A x (B  C)  =  (A x B)  (A x C) 
           6.  A x (B - C)  =  (A x B) - (A x C) 
           7.  A x B ไม่จ าเป็นต้องเท่ากับ  B x A 

                     
          ความสัมพันธ์ 
          ให้  A  และ  B  เป็นเซต  เรียก  r  ว่าเป็นความสัมพันธ์จาก  A  ไป  B  ก็ต่อเมื่อ  r  A x B 
          และเรียกความสัมพันธ์จาก  A  ไป  A  ว่าความสัมพันธ์ใน  A 
          หมายเหตุ   1.    เป็นความสัมพันธ์ 
                          2.  ถ้า  A x B  มีสมาชิกอยู่  n  ตัว  แล้วความสัมพันธ์จาก  A  ไป  B   
                              จะมี  n2  ความสัมพันธ์ 
                                         
      โดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์ 
              โดเมนของความสัมพันธ์  r  คือ  เซตของสมาชิกตัวหน้าของทุกคู่อันดับที่อยู่ใน  r 
                                   rD  =  {x | (x,  y)  r}  
 
              เรนจ์ของความสัมพันธ์  r  คือ  เซตของสมาชิกตัวหลังของทุกคู่อันดับที่อยู่ใน  r 
                                   rR  =  {y | (x,  y)  r}                    

ตัว
อย
่าง
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      อินเวอร์สของความสัมพันธ์ 
              อินเวอร์สของความสัมพันธ์  คือ  ความสัมพันธ์ซึ่งเกิดจากการสลับที่ของสมาชิกตัวหน้าและ 
       สมาชิกตัวหลังในแต่ละคู่อันดับที่เป็นสมาชิกของความสัมพันธ์  เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ -1r  
                                   -1r  =  {(y,  x) | (x,  y)  r} 
              หมายเหตุ    1.  1rD  =  rR  
                     2.  1rR  =  rD  
                              3.   ถ้า  r  เป็นความสัมพันธ์จาก  A  ไป  B  
      แล้ว -1r  เป็นความสัมพันธ์จาก  B  ไป  A 
                             4.   กราฟของ  r  และ -1r  จะสมมาตรกัน  โดยมีเส้นตรง  y = x  เป็นแกนสมมาตร 
 5. ถ้า       r   =  {(x,  y)  A x B | y = 9 - x2} 
   จะได้   -1r  =  {(y,  x)  B x A | y = 9 - x2} 
      หรือ    -1r  =  {(x,  y)  B x A | x = 9 - y2} 
   ตัวอย่าง    ก าหนดความสัมพันธ์  r  = {(1,  a), (3,  b), (5,  c)} 
                    1.  โดเมนของความสัมพันธ์  rD  =  {1,  3,  5}  
                    2.  เรนจ์ของความสัมพันธ์  rR  =  {a,  b,  c}  
                    3.  อินเวอร์สของความสัมพันธ์  -1r  =  {(a,  1), (b,  3), (c,  5)}  
                         จะได้    1rD  =  {a,  b,  c}  =  rR  
                                   1rR  =  {1,  2,  3}  =  rD  
  2. ฟังก์ชัน (Function) 
       ฟังก์ชัน  คือ  ความสัมพันธ์ซึ่งในสองคู่อันดับใดๆ ของความสัมพันธ์  ถ้ามีสมาชิกตัวหน้า 
       เท่ากันแล้วสมาชิกตัวหลังต้องไม่ต่างกัน  นั่นคือ  ความสัมพันธ์  f  เป็นฟังก์ชัน  ก็ต่อเมื่อ 
                                 ถ้า  (x, y)  f  และ  (x, z)  f  แล้ว  y  =  z 
การตรวจสอบความสัมพันธ์ว่าเป็นฟังก์ชันหรือไม่ 
  1.  รูปคู่อันดับ   สมาชิกตัวหน้าต้องไม่ซ้ ากัน 
  2.  รูปสมการ   ค่า  x  หนึ่งค่า  จะให้ค่า  y  เพียงค่าเดียว 
  3.  รูปกราฟ   ลากเส้นตรงขนานแกน y  จะตัดกราฟเพียงจุดเดียว 
         พีชคณิตของฟังก์ชัน 
          ให้  f  และ  g  เป็นฟังก์ชันที่มีโดเมนและเรนจ์เป็นสับเซตของจ านวนจริง 
 1.  (f + g)(x)   =  f(x) + g(x)   เมื่อ  x  fD  gD  
 2.  (f  - g)(x)   =  f(x) - g(x)   เมื่อ  x  fD  gD  
 3.  (f  g)(x)   =  f(x)g(x)   เมื่อ  x  fD  gD  

 4.  (
g
f )(x)   =  

g(x)
f(x)    เมื่อ  x  fD  gD  และ  g(x)  0 

 

ตัว
อย
่าง
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         ฟังก์ชันคอมโพสิท (Composite function) 

          ให้  f  และ  g  เป็นฟังก์ชันที่มีโดเมนและเรนจ์เป็นสับเซตของจ านวนจริง  และ fR  gD    

         ฟังก์ชันคอมโพสิทของ  f  และ  g  เขียนแทนด้วย  gof  โดยที่          

                            (gof)(x)  =  g(f(x))   ส าหรับทุก  x  ซึ่ง  f(x)  gD  

   หมายเหต ุ  1.  ฟังก์ชัน  gof  หาได้  ก็ต่อเมื่อ  fR  gD    

                             2.  ถ้า  fR   gD   แล้ว  gofD = fD    

                             3.  gof  ไม่จ าเป็นต้องเท่ากับ  fog   

  3. ฟังก์ชันจากเซตหน่ึงไปอีกเซตหน่ึง 

       1. ฟังก์ชันจาก  A  ไป  B (function from A into B)  

        f  เป็นฟังก์ชันจาก  A  ไป  B  ก็ต่อเมื่อ                            A                 B 

      1.  f  เป็นฟังก์ชัน 

      2.  fD  =  A 

               3.  fR    B 

        f  เป็นฟังก์ชันจาก  A  ไป  B  เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  f :  A  B 

       2. ฟังก์ชันจาก  A  ไปท่ัวถึง  B (function from A onto B)  

        f  เป็นฟังก์ชันจาก  A  ไปทั่วถึง  B  ก็ต่อเมื่อ                     A                B 

      1.  f  เป็นฟังก์ชัน 

      2.  fD  =  A 

               3.  fR  =  B 

        f  เป็นฟังก์ชันจาก  A  ไปทั่วถึง  B  เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  f : A ไปทัว่ถึง  B 

       3. ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง (one to one function)  

        f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก  A  ไป  B  ก็ต่อเมื่อ 

ตัว
อย
่าง
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                               ถ้า  (x1, y)  f  และ  (x2, y)  f  แล้ว  x1 = x2 

        f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก  A  ไป  B  เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  f : A 
 11  B 

            หมายเหตุ   รูปกราฟ  ถ้าลากเส้นตรงขนานแกน x  จะตัดกราฟเพียงจุดเดียว 

       4. ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก  A  ไปท่ัวถึง  B (one - to - one - function from A onto B)  

        f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก  A  ไปทั่วถึง  B  ก็ต่อเมื่อ             A             B 

      1.  f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

      2.  fD  =  A 

               3.  fR  =  B 

        f  เป็นฟังก์ชันจาก  A  ไปทั่วถึง  B  เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์  f : A
11 

ไปทัว่ถึง
  B                                                                              

  4. ฟังก์ชันผกผัน (Inverse function) 
 
               ทฤษฎีบท 
           1.  -1f  เป็นฟังก์ชัน  ก็ต่อเมื่อ  f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 
          2.  เรียก  -1f  ว่าเป็นฟังก์ชันผกผัน  ก็ต่อเมื่อ  -1f  เป็นฟังก์ชัน 
          3.  ให้  f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง แล้ว  
                                    y = f(x)   ก็ต่อเมื่อ   x = -1f (y) 
      
  หมายเหตุ     1.   ( -1f of)(x)  =  x   ส าหรับทุกค่า  x  ในโดเมนของ  f   
                            2.   (fo -1f )(x)  =  x   ส าหรับทุกค่า  x  ในโดเมนของ -1f    
 
             

 
   แนวข้อสอบฟังก์ชนั 
 
 1. ถ้า  r  =  { (x, y) |  y  x2  และ  y  2x }  แล้วเรนจ์ของ  r-1  คือเซตในข้อใดต่อไปนี้   
        1.  [0, 2]                              2.  [0, 4] 
        3.  (- , 0]  [2, )                              4.  (- , 0]  [4, ) 
 ตอบ  3 
 แนวคิด จาก        y    x2  และ  y    2x  

ตัว
อย
่าง
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                     จะได้      x2    y   และ  y    2x 
  นั่นคือ            x2    2x 
                                  x2 - 2x    0 
                                 x(x - 2)    0 
  จะได้     x    0  หรือ  x    2 
  เนื่องจาก  1rR  =  rD  

     1rR  =  (- , 0]  [2, ) 
 

  2. ก าหนดความสัมพันธ์  r = {(x, y)  R x R | y = 3 - 16 - x2 }  โดเมน (Dr) และเรนจ์ (Rr) ของ  r   
      คือข้อใด   

        1.  Dr  =  {x | x   -4  หรือ  x  4}  ,  Rr  =  R 

        2.  Dr  =  {x | x   -4  หรือ  x  4}  ,  Rr  =  {y | y  3}  

        3.  Dr  =  {x | x  4}  ,  Rr  =  {y | y  3}  

        4.  Dr  =  {x | -4    x    4}  ,  Rr  =  {y | y  0}  
 ตอบ  2 

 แนวคิด จาก     r = {(x, y)  R x R | y = 3 - 16 - x2 } 
  จะพบว่า              x2 - 16    0  
                   (x - 4)(x + 4)    0 
  จะได้    x    -4  หรือ  x    4 

  ดังนั้น   Dr  =  {x | x   -4  หรือ  x  4}   

  เนื่องจาก          16 - x2     0 

  ดังนั้น         3 - 16 - x2     3     นัน่คือ  y    3 

     Rr  =  {y | y  3} 
 
3. ถ้า  (f + 2g)(x - 1) = 3  และ  (2f - g)(x + 1) = x2 - 4  แล้ว  g(0)  อยู่ในช่วงใด   
        1.  (-2, 1)                              2.  (0, 2) 
        3.  (2 , 3)                               4.  (5, 8) 
 ตอบ  2 
 แนวคิด จาก                      (f + 2g)(x - 1)  =  3 
  แทน  x = 1  จะได้        (f + 2g)(0)   =  3 
                                                  f(0) + 2g(0)  =  3          ----- (1) 
จาก                      (2f - g)(x + 1)  =  x2 - 4 
  แทน  x = -1  จะได้        (2f - g)(0)   =  (-1)2 - 4 

ตัว
อย
่าง
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                                                   2f(0) - g(0)  =  -3         ----- (2) 
                     (1) x 2                   2f(0) + 4g(0) =  6          ----- (3) 
                     (3) - (2)                            5g(0) =  9 

                                                            g(0) =  
5
9  

    g(0)  อยู่ในช่วง  (0, 2) 
 

  4. ก าหนดให้  f(x)  =  4x  และ  g(x)  =  
1 -x 

2   ค่าของ  x  ที่ท าให้  f(g(x)) = g(f(x))  เท่ากับข้อใด   

        1.  -
30
1                               2.  

30
1   

        3.  0                                4.  
5
1  

 ตอบ  4 

 แนวคิด จากโจทย์    f(x)  =  4x  และ  g(x)  =  
1 -x 

2  

  f(g(x))  =  f(
1 -x 

2 )  =  4(
1 -x 

2 )  =  
1 -x 

8  

  g(f(x))  =  g(4x)  =  
1 -4x 

2  

  เนื่องจาก       f(g(x))  =  g(f(x))  

  จะได้            
1 -x 

8   =  
1 -4x 

2  

                                   8(4x - 1) =  2(x - 1) 
                                    32x - 8 =  2x - 2 
                                         30x  =  6 

                                            x  =  
5
1  

 

  5. ถ้า  f(x)  =  x)-  x)(2 (3    และ  g(x)  = 
3 x 

1


  แล้วโดเมนของ  f.g  คือเซตในข้อใด   

        1.                                2.  (-, 2] 
        3.  (-3, 2]                               4.  [-3, 2] 
 ตอบ  3 
 แนวคิด จาก        f(x)  =  x)-  x)(2 (3   
  จะได้        (3 + x)(2 - x)    0      (ภายใน     ต้องมากกว่าหรือเท่ากับ 0) 
                                   (x + 3)(x - 2)    0   
  นั่นคือ      -3   x    2   

     Df  =  [-3, 2] 

ตัว
อย
่าง
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จาก        g(x)  = 
3 x 

1


 

  จะได้        x + 3  >  0                (ส่วนต้องไม่เท่ากับศูนย์) 
                                         x  >  -3 

     Dg  =  (-3, ) 

  ดังนั้น   f.gD  =   fD  gD  

                                     =   [-3, 2]  (-3, ) 
                                     =   (-3, 2] 

  6. ก าหนด  f(x)  =  3x - 1  และ  g(x)  =  (x - 1)3  ค่าของ  2f -1(2) + 3g-1(1)  เท่ากับข้อใด   
        1.  7                               2.  8 
        3.  10                               4.  หาค่าไม่ได้ 
 ตอบ  2 
 แนวคิด จาก                   f(x)  =  3x - 1 

  จะได้         f-1(3x - 1)  =  x 
  ให้    3x - 1  =  2   จะได้   x  =  1 

  นั่นคือ              f-1(2)  =  1 
  จาก                  g(x)  =  (x - 1)3 

  จะได้       g-1[(x - 1)3]  =  x 
  ให้    (x - 1)3  =  1   จะได้   x  =  2 

  นั่นคือ             g-1(1)  =  2 

    ค่าของ  2f -1(2) + 3g-1(1)  =  2(1) + 3(2)  =  8 
  7. พิจารณาข้อความต่อไปนี้   

   ก.  ถ้า  f(x)  =  x- x3   แล้ว  1fR =  (-, -1]  [0, 1] 

   ข.  ถ้า  f(4x - 3)  =  2x - 1  แล้ว  f-1(7)  =  13 
 ข้อใดกล่าวถูกต้อง 
        1.  ข้อ  ก.  ถูก  และข้อ  ข.  ถูก                           2.  ข้อ  ก.  ถูก  และข้อ  ข.  ผิด 
        3.  ข้อ  ก.  ผิด  และข้อ  ข.  ถูก                           4.  ข้อ  ก.  ผิด  และข้อ  ข.  ผิด 
 ตอบ  3 
 แนวคิด ก.   ผิด        

                           จาก       f(x)  =  x- x3  
        จะได้                 x3 - x    0 
                                               x(x2 - 1)    0 
                                       x(x - 1)(x + 1)    0 

ตัว
อย
่าง
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                                    -          +        -         + 
                                             -1          0          1 

     1rR  =  rD  =  [-1, 0]  [1, ) 
ข.   ถูก 
                           จาก            f(4x - 3)  =  2x - 1 

                           จะได้         f-1(2x - 1)  =  4x - 3 
                           ให้     2x - 1 = 7   จะได้   x = 4 

                           นั่นคือ        f-1(7)  =  4(4) - 3 
                                =  13 
 
                                                       
             

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตัว
อย
่าง
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                                                                           เวกเตอร์ 
 

 1.  เวกเตอร์ในระบบพิกัดฉาก 

ให้  u   เป็นเวกเตอร์ในสองมิติ  เวกเตอร์  u   เขียนแทนด้วย     

                u  =  








b
a   =  a i


+ b j


                       

เมื่อ  i


  =  








0
1   เป็นเวกเตอร์หนึ่งหน่วยในแนวแกน x 

       j


  =  








1
0

  เป็นเวกเตอร์หนึ่งหน่วยในแนวแกน y 

ให้  u   เป็นเวกเตอร์ในสามมิติ  เวกเตอร์  u   เขียนแทนด้วย     

                u  =  
















c
b
a

  =  a i


+ b j


+ c k


                

เมื่อ  i


  =  
















0
0
1

  เป็นเวกเตอร์หนึ่งหน่วยในแนวแกน x 

                 j


  =  
















0
1
0

  เป็นเวกเตอร์หนึ่งหน่วยในแนวแกน y 

                 k


  =  
















1
0
0

  เป็นเวกเตอร์หนึ่งหน่วยในแนวแกน z 

 
 ถ้า  PQ   เป็นเวกเตอร์ในสองมิติ  P(x1, y1)  และ  Q(x2, y2)  เป็นจุด  2  จุด  แล้ว 

   เวกเตอร์   PQ   =  (x2 - x1) i


 +  (y2 - y1) j


  

            ขนาดของเวกเตอร์  PQ    คือ   |PQ |  = 2

12

2

12 )y(y)x(x   -   -   

 ถ้า  PQ   เป็นเวกเตอร์ในสามมิติ  P(x1, y1, z1)  และ  Q(x2, y2, z2)  เป็นจุด  2  จุด  แล้ว 

   เวกเตอร์   PQ   =  (x2 - x1) i


 +  (y2 - y1) j


 +  (z2 - z1) k


 

            ขนาดของเวกเตอร์  PQ    คือ   |PQ |  = 2

12

2

12

2

12 )z(z)y(y)x(x   -   -   -   
 
    เวกเตอร์ในระบบพิกัดฉากสองมิติ 

ตัว
อย
่าง
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ก าหนดให้  u  =  








b
a   =  a i


+ b j


  และ  v  =  









d
c  =  c i


+ d j


 

การเท่ากันของเวกเตอร์ 

            เวกเตอร์  u   =  v   ก็ต่อเมื่อ  a  =  c  และ  b  =  d 

 นิเสธของเวกเตอร์ 

  นิเสธของเวกเตอร์  u   คือ  - u   =  








b-
a-  

 การบวกเวกเตอร์ 

u  + v  =  












db
ca

  =  (a + c) i


 +  (b + d) j


 

 การคูณเวกเตอร์ด้วยสเกลาร์ 

  ให้  k  เป็นจ านวนจริงใดๆ  แล้ว   k u   =  








kb
ka   =  (ka) i


 +  (kb) j


 

 เวกเตอร์หนึ่งหน่วย 

  เวกเตอร์หนึ่งหน่วย  คือ  เวกเตอร์ที่มีขนาดหนึ่งหน่วย 

  ขนาดของเวกเตอร์  u   คือ  | u |  = 22 ba   

  เวกเตอร์หนึ่งหน่วยที่มีทิศทางเดียวกับ  u   เท่ากับ  
22 ba

1











b
a

 

 
      เวกเตอร์ในระบบพิกัดฉากสามมิติ 

ก าหนดให้  u  =  
















1

1

1

c
b
a

  =  a1 i


+ b1 j


+ c1 k


  และ  v  =  
















2

2

2

c
b
a

  =  a2 i


+ b2 j


+ c2 k


 

การเท่ากันของเวกเตอร์ 

            เวกเตอร์  u   =  v   ก็ต่อเมื่อ  a1 = a2 ,  b1 = b2  และ  c1 = c2 

 การบวกเวกเตอร์ 

       u  + v  =  






















21

21

21

cc
bb
aa

  =  (a1 + a2) i


+ (b1 + b2) j


+ (c1 + c2) k


 

ตัว
อย
่าง
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           ก าหนดให้  u  =  
















c
b
a

  =  a i


 +  b j


 +  c k


 

 นิเสธของเวกเตอร์ 

  นิเสธของเวกเตอร์  u   คือ  - u   =  
















c-
b-
a-

     

 การคูณเวกเตอร์ด้วยสเกลาร์ 

  ให้  k  เป็นจ านวนจริงใดๆ  แล้ว   k u   =  
















kc
kb
ka

  =  (ka) i


 +  (kb) j


 +  (kc) k


 

 เวกเตอร์หนึ่งหน่วย 

  เวกเตอร์หนึ่งหน่วย  คือ  เวกเตอร์ที่มีขนาดหนึ่งหน่วย 

  ขนาดของเวกเตอร์  u   คือ  | u |  = 222 cba   

  เวกเตอร์หนึ่งหน่วยที่มีทิศทางเดียวกับ  u   เท่ากับ  
222 cba

1


















c
b
a

 

การขนานกันของเวกเตอร์ในสองมิติและสามมิติ 
  ก าหนดให้  u   0


  และ  v   0


 

  u   ขนานกับ  v   ก็ต่อเมื่อ  มีจ านวนจริง  k  0  ซึ่งท าให้   u  = k v  
              

                     เวกเตอร์ศนูย์ (zero vector)  คือ  เวกเตอร์ที่มีขนาดเท่ากับศูนย์  เขียนแทนด้วย  0


 
 
  2.  ผลคูณเชิงสเกลาร์และผลคูณเชิงเวกเตอร์ 

         ผลคูณเชิงสเกลาร์ (dot product) 

 ก าหนดให้  u   และ  v   เป็นเวกเตอร์  2  เวกเตอร์ที่ท ามุม    โดยที่  0    180 

   u  v   =  | u | | v | cos    

 เวกเตอร์ในสองมิติ  

ถ้า  u  =  a i


+ b j


  และ  v  =  c i


+ d j


  แล้ว    u  v   =  ac  +  bd 

 เวกเตอร์ในสามมิติ 

ตัว
อย
่าง
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  ถ้า  u  =  a1 i


+ b1 j


+ c1 k


  และ  v  =  a2 i


+ b2 j


+ c2 k


   

แล้ว    u  v   =  a1a2  +  b1b2  +  c1c2  

 สมบัติของผลคูณเชิงสเกลาร์ 

 ให้  u , v  และ w   เป็นเวกเตอร์ใดๆ  ในระนาบ  และ  k  เป็นจ านวนจริง 

   1.   u  v   =  v  u  

   2.   u ( v + w )  =  ( u  v ) + ( u w ) 

   3.   k( u  v )  =  (k u ) v   =  u (k v ) 

   4.   u  u   =  | u |2 

   5.   | u  + v |2  =  | u |2 + | v |2 + 2 u  v  

   6.   | u  - v |2  =  | u |2 + | v |2 - 2 u  v  

   7.   ถ้า  u   0


  และ  v   0


  แลว้  u  ตั้งฉากกับ v   ก็ต่อเมื่อ  u  v  =  0 

   8.   ถ้า  u   ขนานกับ  v   และมีทิศทางเดียวกันแล้ว  u  v  =  | u | | v | 

         ผลคูณเชิงเวกเตอร์ (cross product) 

 ก าหนดให้  u  =  a1 i


+ b1 j


+ c1 k


  และ  v  =  a2 i


+ b2 j


+ c2 k


 

        u  x v   =  
222

111

cba
cba
kji


 

              =  
22

11

cb
cb

i


  -  
22

11

ca
ca

j


  +  
22

11

ba
ba

k


 

 สมบัติของผลคูณเชิงเวกเตอร์ 

  
 ให้  u , v  และ w   เป็นเวกเตอร์ใดๆ  ในสามมิติ  และ  k  เป็นจ านวนจริง 
   1.   u  x v   =  -( v  x u ) 
   2.   u  x ( v  + w )  =  ( u  x v ) + ( u  x w ) 
   3.   ( u  + v ) x w   =  ( u  x w ) + ( v  x w ) 
   4.   k( u  x v )  =  (k u ) x v   =  u  x (k v ) 
   5.   u  x u   =  0

  

   6.   u ( v  x w )  =  ( u  x v )w  
   7.   i


 x j


 = k


,  j


 x k


 = i


,  k


 x i


 = j


 
   8.   ถ้า  u   0


  และ  v   0


  แลว้  | u  x v | =  | u | | v | sin    

ตัว
อย
่าง
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       เมื่อ    เป็นมุมระหว่าง  u   และ  v   โดยที่  0    180 
   9.   ถ้า  u   0


 , v   0


  และ  u   ไม่ขนานกับ  v   แล้ว  u  x v   ตั้งฉากกับ  u   และ  v  

 
  3.  การหาพื้นที่และปริมาตร 

        การหาพื้นที่ของรูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน                                       D                        C 

              พ้ืนที่ของรูปสี่เหลี่ยม  ABCD  =  | AB  x AD |  
                                                  =  | AB | | AD | sin              
                                                                                     A                         B 
        การหาปริมาตรของทรงสี่เหลี่ยมด้านขนาน 

 

              ปริมาตรของรูปทรงสี่เหลี่ยมด้านขนาน 

              เท่ากับ  | w ( u  x v )| 

        หมายเหต ุ   1.  w ( u  x v ) = v ( w  x u )  

                                              = u ( v  x w ) 

                       2.  ถ้า  w , u  และ v   อยู่ในระนาบเดียวกัน  แล้ว  w ( u  x v ) = 0 
 
             

 

    แนวข้อสอบเวกเตอร์ 

  1. ก าหนด  u  = 
















4-
5
3

  และ  v  =  
















4-
0
3

  เวกเตอร์ในข้อใดที่มีขนาดเป็นสามเท่าของ  | u |  และมี  

      ทิศทางเดียวกับ  v    
        1.  3 2 i


 - 6 2 k


                            2.  3 2 i


 + 6 2 k


 

        3.  9 2 i


 + 12 2 k


                              4.  9 2 i


 - 12 2 k


 

 ตอบ  4 
 แนวคิด จากโจทย์  u  = 3 i


+ 5 j


- 4 k


  และ  v  =  3 i


 - 4 k


                

   เวกเตอร์ที่มีขนาดเป็นสามเท่าของ  | u |  และมีทิศทางเดียวกับ  v   คือ  3| u |(
|v|

1
 v ) 

                                         | u |  = 222 (-4)(5)(3)   = 50  =  5 2  

                                         | v |  = 222 (-4)(0)(3)   = 25  =  5 

                  3| u |(
|v|

1
 v )  =  3(5 2 )[

5
1 (3 i


 - 4 k


)] 

 

ตัว
อย
่าง
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               =  3 2 (3 i


 - 4 k


) 

               =  9 2 i


 - 12 2 k


 

  2. ถ้า  u   0


 , v   0


  และ  (x + 1) u   =  2x u  - (x + 5) v   แล้วจ านวนจริง  x  ที่ท าให้  u   มี 
      ทิศทางเดียวกับ  v   คือข้อใด   
        1.  {x | x < -1  หรือ  x > 5}                            2.  {x | x < -5  หรือ  x > 1} 
        3.  {x | -1 < x < 5}                               4.  {x | -5 < x < 1} 

 ตอบ  2 
 แนวคิด จาก                 (x + 1) u    =  2x u  - (x + 5) v  
                                 (x + 1) u  -  2x u  =   - (x + 5) v  
                                           -(x - 1) u   =   - (x + 5) v  

                                                    u   =   
1) -(x 
5) (x  v  

   เนื่องจาก  u   มีทิศทางเดียวกับ  v   แสดงว่า  
1) -(x 
5) (x    >  0 

                     จะได้      (x + 5)(x - 1) > 0                          +           -            + 

                     นั่นคือ    {x | x < -5  หรือ  x > 1}                        -5           1 

  3. ถ้า  | u | = 5 ,  | v | = 3  และ  u   ท ามุม  120  กับ  v   แล้ว  | u  - v |  มีค่าเท่ากับข้อใด   
        1.  7                               2.  4 
        3.  2                                4. 19  

 ตอบ  1 

 แนวคิด            สูตร         u  v   =  | u | | v | cos  
                                          | u  - v |2  =  | u |2 + | v |2 - 2 u  v  
                  

                u  v    =  (5)(3) cos 120           

                                             =  15(-
2
1 )                   (cos 120 = -cos 60 = -

2
1 ) 

                                             =  -
2
15  

           | u  - v |2   =  | u |2 + | v |2 - 2 u  v  

                                             =  (5)2 + (3)2 - 2(-
2
15 ) 

                                             =  49 
                           | u  - v |   = 49  =  7 

ตัว
อย
่าง
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  4. ก าหนด  
















5
3
a

  +  
















2
b
4

  =  
















7
3-
0

  และ  u  =  a i


+ b j


+ c k


  ถ้าขนาดของ  u   เป็นจ านวนเต็ม 

     บวกท่ีมีค่าน้อยที่สุด  แล้ว  c  มีค่าเท่าใด   
        1. 3                               2.  2 3  
        3.  3 3                                 4.  4 3  

 ตอบ  2 

 แนวคิด จาก        
















5
3
a

  +  
















2
b
4

  =  
















7
3-
0

       

                     จะได้             




















7
b3
4a

  =  
















7
3-
0

      

  นั่นคือ   a + 4 = 0  จะได้  a = -4  และ  3 + b = -3  จะได้  b = -6    
                     จาก       u  =  a i


+ b j


+ c k


  จะได้  u  =  -4 i


- 6 j


+ c k


   

                               | u |  = 222 (c)(-6)(-4)   = 2c3616   

                                      = 2c52   
              เนื่องจาก  | u |  เป็นจ านวนเต็มบวกท่ีมีค่าน้อยที่สุด   

   แสดงว่า  2c52   เป็นจ านวนเต็มบวกท่ีมีค่าน้อยที่สุด 

          ดังนั้น   52 + c2  =  64      c2  =  12 

     c  = 12  =  2 3  

  5. ก าหนดให้  u  = 3 i


- 4 j


+ 2 k


  และ  v  = i


 - j


+ 2 k


  ถ้า    เป็นมุมระหว่าง u  และ v  แล้ว 
      sin  เท่ากับข้อใด 

        1.  
174
51                               2.  

174
53  

        3.  
174
55                                 4.  

174
57  

 ตอบ  2 
 แนวคิด                สูตร      | u  x v | =  | u | | v | sin  

                                  sin   =  
|v||u
|v x u




|

|   

ตัว
อย
่าง
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                                   u  x v   =  
21-1
24-3
kji


 

                            =  
21-
24-

i


  -  
21
23

j


  +  
1-1
4-3 k


  

                            =  (-6) i


 - (4) j


 + (1) k


              

                            =  -6 i


 -  4 j


 + k


           

                                  | u  x v |  = 222 (1)(-4)(-6)   = 53  

                                         | u |  = 222 (2)(-4)(3)   = 29  

                                         | v |  = 222 (2)(-1)(1)   = 6  

    sin   =  
|v||u
|v x u




|

|  =  
629

53   =  
174
53  

  6. ปริมาตรของทรงสี่เหลี่ยมด้านขนานที่มี  u  = 3 i


+ 2 j


 ,  v  = 2 i


 - k


  และ  w  =  - j


 - k


 
 เท่ากับกี่ลูกบาศก์หน่วย 
        1.  1                               2.  2 
        3.  3                                4.  4 

 ตอบ  1 

 แนวคิด ปริมาตรของทรงสี่เหลี่ยมด้านขนาน  =  | w ( u  x v )|     
        จากโจทย์  u  = 3 i


+ 2 j


 ,  v  = 2 i


 - k


  จะได้ 

                                   u  x v   =  
1-02
023
kji


 

                            =  
1-0
02

i


  -  
1-2
03

j


  +  
02
23 k


  

                            =  (-2) i


 - (-3) j


 + (-4) k


              

                            =  -2 i


 +  3 j


 - 4 k


              

                             w ( u  x v )  =  (- j


 - k


)(-2 i


 +  3 j


 - 4 k


) 
                            =  (0)(-2) + (-1)(3) + (-1)(-4)  
                            =  1  

   ปริมาตรของทรงสี่เหลี่ยมด้านขนาน  =  | w ( u  x v )|  =  |1|  =  1  ลูกบาศก์หน่วย 
 

ตัว
อย
่าง
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  7.                       D     c       C   
                       b


 

                  E                           2 a  
                  a   
                  A           2 c           B              

 จากรูปที่ก าหนดให้  c   เท่ากับเวกเตอร์ใด   

        1.  a  - b


                              2.  b


 - a  
        3.  a  - 2 b


                               4.  b


 - 2 a  

 ตอบ  2 

 แนวคิด จากรูป     AE  + ED  + DC   =  AB  + BC                   
                                       a  + b


 + c   =  2 c  + 2 a  

                                                     c   =  b


 - a  
 
             

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตัว
อย
่าง
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พีชคณิต 

  1. ถ้า  A  =  








2-30
121-   และ  B  =  

















21
42-
03

  แลว้  (AB)t  ตรงกับข้อใด   

        1.  








810
8-6-                              2.  









8-6
168  

        3.  








8-16
68                               4.  









88-
106-  

 ตอบ  1 
 แนวคิด    

                 AB   =  








2-30
121-

















21
42-
03

        

                                       =  












(-2)(2)(3)(4)(0)(0)(-2)(1)(3)(-2)(0)(3)
(1)(2)(2)(4)(-1)(0)(1)(1)(2)(-2)(-1)(3)

 

                                       =  








88-
106-  

                                 (AB)t   =  








810
8-6-

 

 

  2. ก าหนด  A  =  














x0
 x-x x 22

 ,  B  =  








 1  x0
11 -x 

2   ถ้า  x2 - x + 1 = 0  ข้อความต่อไปนี้ 

      ข้อใดเป็นจริง  
        1.  A - B = 0                              2.  A + B = 0 
        3.  A + 2B = 0                               4.  2A - B = 0 

 ตอบ  1 
 แนวคิด จากโจทย์    x2 - x + 1 = 0   
                     หรือ         -x2 + x - 1 = 0 

                     เพราะว่า            A - B   =  














x0
 x-x x 22

 - 








 1  x0
11 -x 

2  

                                          =  












 

1- x-x 0
1 - x-x 1  x -x

2

22
 

                                           =  








00
00

 

ตัว
อย
่าง
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  3. จงหาค่า  x  จากสมการ   
124-
210
1-3x

  =  -8 

        1.  -3
3
2                                 2.  -4

3
2  

        3.  -5
3
2                                4.  -6

3
2  

 ตอบ  4 
 แนวคิด                                 -4     -4x    0                       

    
14-
20
1-x

124-
210
1-3x

        =  x - 24 - 4 - 4x  =  -3x - 28 

                                                      x    -24    0 
      จากโจทย์จะได้     -3x - 28   =  -8 

                                                     x  =  
3
20-   

                                                         =  -6
3
2   

 

  4. ถ้า  A  =  








5-8
31-

 ,  B  =  








11-
4-3

  แล้วอินเวอร์สการคูณของเมตริกซ์  A + B  คือข้อใด  

        1.  








4-1-
72

                             2.  








21-
7-4-

 

        3.  








47-
12-

                              4.  








2-7
1-4

 

 ตอบ  4 

 แนวคิด                      A + B   =  








5-8
31-

 + 








11-
4-3

    

                                               =  








4-7
1-2

 

                                   (A + B)-1  =  
(-1)(7) - (2)(-4)

1









27-
14-

 

                                               =  
1-
1










27-
14-

 

                                               =  








2-7
1-4

 

 

ตัว
อย
่าง
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  5. ก าหนด  k  เป็นจ านวนจริงใดๆ  A  เป็นเมตริกซ์มิติ  2 x 2  โดย  A  =  








1-2-
1k   ถ้า  det(A) = 1      

      แล้ว  A-1  ตรงกับข้อใด   

        1.  








1-2-
1-1-                              2.  









12
1-1-  

        3.  








1-2
11                                4.  









12
1-2  

 ตอบ  2 

 แนวคิด det(A)  =  
1-2-
1k   =  (k)(-1) - (1)(-2)  =  -k + 2  

                     จากโจทย์   det(A) = 1  จะได้   -k + 2  =  1  นั่นคือ  k  =  1 

  ดังนั้น      A  =  








1-2-
11  

           A-1  =  
(1)(-2) - (1)(-1)

1









12
1-1-

 

                                     =  
1
1










12
1-1-  

                                     =  








12
1-1-

 

 

  6. ก าหนดให้  








43
21










dc
ba










21
12

  =  








11
21-

  จงหาดีเทอร์มิแนนต์ของ  








dc
ba

    

        1.  -3                              2.  3 

        3.  -
2
1                                 4.  

2
1  

 ตอบ  4 

 แนวคิด       det ( 








43
21










dc
ba










21
12

)   =  det ( 








11
21-

) 

                                    
43
21

 
dc
ba

 
21
12

   =  
11
21-

 

                     [(1)(4) - (2)(3)]
dc
ba

[(2)(2) - (1)(1)]   =   [(-1)(1) - (2)(1)] 

                                                     (-2)
dc
ba

(3)  =   -3 

                                                             
dc
ba

  =  
2
1  
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  7. A,  B  เป็นเมตริกซ์มีมิติ  3 x 3  ก าหนด  det(A) = 2det(B) = 3  ค่าของ  det(2ABtA-1)  มีค่าตรงกับ 
       ข้อใด  
        1.  3                               2.  6 
        3.  12                                4.  24 

 ตอบ  3 
 แนวคิด จากโจทย์   det(A) = 2det(B) = 3  และ  n = 3 

              จะได้        det(A) = 3  ,  det(B) = 
2
3     

                      ดังนั้น      det(2ABtA-1)  =  23.det(A).det(Bt).det(A-1)   

                                                      =  23.det(A).det(B).
det(A)

1  

                                                      =  (8)(3)(
2
3 )(

3
1 ) 

                                                      =  12 
 

  8. จากระบบสมการ  








23
12










y
x  = 









7
4   ค่าของ  x + 2y  ตรงกับข้อใด 

        1.  5                               2.  6 
        3.  7                                4.  8 

 ตอบ  1 
 แนวคิด แก้ระบบสมการโดยใช้ดีเทอร์มิแนนต์  ดังนี้        

                             x  =  
det(A)

)det(A1   =  

23
12
27
14

  =  
3 - 4
7 - 8   =  1 

                             y  =  
det(A)

)det(A 2   =  

23
12
73
42

  =  
3 - 4
12 - 14   =  2 

     x + 2y  =  1 + 2(2)  =  5 

   หรือจาก   X  =  1A B   จะได้  A-1  =  
(-1)(-3) - (2)(2)

1









23-
1-2

 = 








23-
1-2

 

   ดังนั้น    A-1  =  








23-
1-2










7
4

  =  








2
1

  นั่นคือ  x = 1  และ  y = 2 
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  9. ก าหนดสมการ     2x + 4y + z  =  1     --------- (1)           
                                   x  + 2y  =  -2    --------- (2) 
                             -x - 3y + 2z  =  3    --------- (3) 
       จงหาค่า  x 
        1.  9                               2.  -9 
        3.  20                                4.  -20 

 ตอบ  4 
 แนวคิด จากโจทย์  เขียนในรูปสมการเมทริกซ์  ดังนี้ 

                                  
















23-1-
021
142

















z
y
x

  =  
















3
2-
1

 

                                     AX  =  B 

                                                               2     0     -8 

                            det(A)  = 
3-1-
21
42

23-1-
021
142

    =   -1 

                                                               8      0     -3 
                                                                 -6     0     16 

                            det(A1)  = 
3-3
22-
41

23-3
022-
141

    =   20 

                                                                 4     0     6 

                 x  =  
det(A)

)det(A1   =  
1-

20   =  -20 

 

10. ถ้า  
uts
rqp
zyx

  =  2  แล้ว  
zy2x
rq2p
ut2s

  มีค่าตรงกับข้อใด   

        1.  -2                              2.  -4 
        3.  2                                4.  4 

 ตอบ  2 
                       

 แนวคิด          
zy2x
rq2p
ut2s

  =  (2)
zyx
rqp
uts

       (เอา  2  ออกจากหลักที่ 1) 
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                                                   =  -(2)
uts
rqp
zyx

      (สลับที่ระหว่างหลักท่ี 1 กับหลักที่ 3) 

                                                   =  -(2)(2)       
                                                   =  -4      

 11. ก าหนด  A  =  
















zyx
rqp
cba

  ,  det(A)  =  2  และ  B  =  
















2r-2q-2p-
cba
zyx

  แล้ว 

       ค่าของ  det(2B-1)  ตรงกับข้อใด  
        1.  -2                              2.  -1 
        3.  1                                4.  2 

 ตอบ  1 

 แนวคิด               det B  =  
2r-2q-2p-
cba
zyx

   

                                            =  (-2)
rqp
cba
zyx

          (เอา -2 ออกจากแถวที่ 3) 

                                            =  -(-2)
rqp
zyx
cba

         (สลับที่ระหว่างแถวที่ 1 กับแถวที่ 2) 

                                            =  -(-(-2))
zyx
rqp
cba

      (สลับที่ระหว่างแถวที่ 2 กับแถวที่ 3) 

                                            =  (-2).(det(A))  
                                            =  (-2).(2)  
                                            =  -4  

                           det(2B-1)  =  23.det(B-1)  =  23. 
det(B)

1  =  (8)(
4-
1 )  =  -2 

 
 
 
 
 
 

ตัว
อย
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