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ต�าราเล่มนี้เรียบเรียงขึ้นเพื่อใช้ประกอบการสอนส�าหรับวิชา “คณิตสถิติศาสตร์ 1” ซึ่งเป็นวิชาบังคับ

ในระดับปริญญาตรีส�าหรับนักศึกษาหลักสูตรสถิติ และนักศึกษาหลักสูตรอื่นท่ีต้องการศึกษาสถิติเป็นวิชาโท 

นอกจากนี้ยังใช้ประกอบการสอนวิชา “คณิตสถิติศาสตร์” ส�าหรับนักศึกษาหลักสูตรวิทยาการประกันภัย 

เนื่องจากต้องการให้ต�ารานี้สามารถใช้ในการศึกษาด้วยตนเองได้ ดังนั้นจึงแสดงวิธีการหาค�าตอบหรือพิสูจน์ใน

ตัวอย่างหรือในทฤษฎีบทอย่างละเอียด โดยมีหัวข้อต่างๆ ตามค�าอธิบายของรายวิชานี้ แต่ละหัวข้อหรือแต่ละ

บทจะมีแบบฝึกหัดให้นักศึกษาฝึกฝนและมีบรรณานุกรมเฉพาะเพื่อใช้ในการอ้างอิงรวมทั้งการค้นคว้าเพิ่มเติม

บทที่ 1 กล่าวถึงฟังก์ชันก่อก�าเนิดโมเมนต์ ซึ่งเป็นค่าคาดหมายชนิดหนึ่งของตัวแปรสุ่มท่ีมีความ

ส�าคญัในการศกึษาทฤษฎีทางสถิตศิาสตร์รวมถึงการประยกุต์ใช้ในทฤษฎีความเสีย่ง ตวัแบบความสญูเสยีในงาน

ด้านวิทยาการประกันภัย บทที่ 2 และ 3 กล่าวถึงฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มในลักษณะที่แตกต่างกัน กล่าวคือ

ในบทที่ 2 เป็นฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มที่อยู่ในรูปของการด�าเนินการทางคณิตศาสตร์ แต่บทที่ 3 เป็นฟังก์ชัน

ของตัวแปรสุ่มท่ีอยู่ในรูปของการจัดอันดับขนาดตัวแปรสุ่มในตัวอย่างสุ่มซึ่งท้ังสองบทมีประโยชน์ในการการ

อนุมานเชิงสถิติท้ังแบบท่ีใช้และเสมือนไม่ใช้พารามิเตอร์ นอกจากนี้ในบทท่ี 3 ยังกล่าวถึงการแจกแจงของ

ค่าที่ได้จากตัวอย่าง เช่น ค่าเฉลี่ย ผลบวกก�าลังสอง การแจกแจงที การแจกแจงเอฟ ซึ่งเชื่อมโยงให้เห็น

แนวคิดเชิงทฤษฎีและการน�าตัวสถิติไปใช้ทดสอบสมมุติฐาน บทที่ 4 กล่าวถึงทฤษฎีบทขีดจ�ากัดและการลู่เข้า

ของตัวแปรสุ่มซึ่งเป็นผลลัพธ์เชิงทฤษฎีท่ีส�าคัญท่ีน�าไปสู่ “กฎจ�านวนมาก (Laws of Large Numbers)” 

และ “ทฤษฎีบทขีดจ�ากัดส่วนกลาง (Central Limit Theorems)” บทที่ 5 และบทที่ 6 เป็นส่วนหนึ่งที่

ส�าคัญของทฤษฎีอนุมานเชิงสถิติ โดยบทท่ี 5 กล่าวถึงสมบัติท่ีควรมีของตัวประมาณแบบจุด ส่วนบทท่ี 6 

กล่าวถึงวิธีการหาตัวประมาณแบบจุดทั้งในแนวทางเชิงแบบฉบับ (classical approach) และแนวทางเชิงเบส์ 

(Bayesian approach) บทที่ 7 เป็นการบูรณาการองค์ความรู้ในบทที่ 1-6 เพื่อใช้ในงานวิจัยเชิงทฤษฎีโดย

จะเน้นในเรื่องของการประมาณค่าแบบจุด และสมบัติของตัวประมาณ พร้อมเพิ่มเติมองค์ความรู้ใหม่ๆ ที่ใช้

ในงานวิจัยแต่ละเรื่องรวมทั้งยกตัวอย่างประกอบ แต่ละบทของบทที่ 1-6 มีแบบฝึกหัดให้ฝึกฝนจ�านวนมาก

พอโดยผูอ่้านสามารถดเูฉลยแบบฝึกหัดของแต่ละข้ออย่างละเอียดในส่วนท้ายของหนงัสอืซึง่ใช้เป็นตวัอย่างเพิม่

เติมให้ผู้เรียนมีทักษะเชิงค�านวณและเชิงการให้เหตุผลได้เป็นอย่างดี

ค�าน�า
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ผังความสัมพันธ์ระหว่างบทต่างๆ แสดงดังนี้

บทที่ 1 ฟ�งก�ชันก�อกำเนิดโมเมนต�

บทที่ 2 ฟ�งก�ชันของตัวแปรสุ�ม

บทที่ 3 ตัวสถิติอันดับและ
การแจกแจงค�าตัวอย�าง

บทที่ 4 ทฤษฎีบทขีดจำกัดและการลู�เข�า
ของลำดับของตัวแปรสุ�ม

บทที่ 5 สมบัติของตัวประมาณแบบจุด

บทที่ 6 การหาตัวประมาณ

บทที่ 7 การบูรณาการในงานวิจัย

ขอขอบคุณผู้ช่วยศาสตราจารย์เบญจมาศ ตุลยนิติกุล ที่ได้ให้ความอนุเคราะห์จัดท�าตารางความ 

น่าจะเป็นสะสมของการแจกแจงปรกติมาตรฐานประกอบต�ารานี้ รวมทั้ง ผู้ช่วยศาสตราจารย์ ดร.ธีระวัฒน์  

สิมมาจันทร์ ผู้ช่วยศาสตราจารย์ ดร.วิกานดา ผาพันธ์ อาจารย์ ดร.กิตติศักดิ์ จังพานิช และนักศึกษาอีก

หลายๆ คนที่มีส่วนช่วยท�าให้ต�าราเล่มนี้มีความสมบูรณ์ยิ่งขึ้น

กมล บุษบา
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2.1 กล่าวน�า
การประยุกต์ ใช้เกี่ยวกับฟังก์ชันของตัวแปรสุ ่มนั้นอาจพิจารณาได้ว่าเป็นเร่ืองเกี่ยวกับการศึกษา 

ความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรสุ่มสองตัว เช่น ความสัมพันธ์ระหว่างอัตราเร็วกับระยะทาง หรือความสัมพันธ ์

ระหว่างคะแนนดิบ (X) กับคะแนนมาตรฐาน (Z) กล่าวคือ Z = (X – μ)/σ หรือการแปลงคะแนนมาตรฐาน

ให้อยู่ในรูปของคะแนนที (t-score) โดยใช้ความสัมพันธ์ T = 50 + 10Z ซึ่งในท่ีนี้เราต้องการทราบการ

แจกแจงตัวแปรสุ่มตัวหนึ่ง (Z) ถ้าก�าหนดหรือทราบการแจกแจงของตัวแปรสุ่มอีกตัวหนึ่ง (X) ในสมการความ

สัมพันธ์  Z = (X – μ)/σ หรือต้องการทราบการแจกแจงของตัวแปรสุ่ม T เมื่อก�าหนดหรือทราบการแจกแจง

ของตัวแปรสุ่ม Z ในสมการความสัมพันธ์ T = 50 + 10Z

นอกจากนั้นตามท่ีทราบมาแล้วว่าวัตถุประสงค์ของสถิติศาสตร์ก็คือการใช้สารสนเทศจากตัวอย่างเพื่อ

อ้างองิเก่ียวกบัประชากรทีต่วัอย่างนัน้ถูกสุม่มาศกึษา เช่น ใช้ค่าเฉลีย่ตวัอย่าง  เพือ่ประมาณค่าเฉลีย่ประชากร 

μ การประมาณค่าจะมีความน่าเชื่อถือเพียงใดนั้นขึ้นกับตัวอย่างสุ่มขนาด n (ตัวแปรสุ่ม ) 

หรือการแจกแจงของ  นั่นเอง โดยเราจะใช้การแจกแจงของค่าเฉลี่ยตัวอย่างนี้ในการวัดความคลาดเคลื่อน

ของการประมาณค่า

จะเห็นได้ว่า ค่าเฉลี่ยตัวอย่างนั้นเป็นฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มจ�านวน n ตัว กล่าวคือ  

การหาฟังก์ชันของตวัแปรสุม่จงึเป็นเรือ่งทีน่่าสนใจศกึษา อย่างไรก็ตามฟังก์ชันของตวัแปรสุม่จ�านวนหลายตัวนัน้

ค่อนข้างหาการแจกแจงได้ยากหากไม่อาศัยสมบัติอื่นๆ เพิ่มข้ึนเช่นให้ตัวแปรสุ่มเหล่านั้นเป็นอิสระต่อกันและ 

ต่างก็มีการแจกแจงเดียวกัน นอกจากนี้สถิติทดสอบที่คุ้นเคยเช่น สถิติไคก�าลังสอง สถิติที หรือเอฟต่างก็เป็น

ฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มทั้งสิ้น การศึกษาฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มในบทนี้จึงมีความส�าคัญ โดยจะเริ่มจากฟังก์ชัน

ของตวัแปรสุม่ไม่ต่อเนือ่งจ�านวนตัวเดยีว และหลายตวั จากนัน้จงึกล่าวถึงฟังก์ชนัของตวัแปรสุม่ต่อเนือ่งตวัเดยีว

และหลายตัวตามล�าดับ ส่วนฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มผสมที่มีทั้งตัวแปรสุ่มไม่ต่อเนื่องและตัวแปรสุ่มต่อเนื่องจะยัง

ไม่กล่าวถึงในระดับนี้

บทที่ 2
ฟงัก์ชันของตัวแปรสุ่ม
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3.1 กล่าวน�า
ในทางปฏิบัติยังมีฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มอีกหลายฟังก์ชันที่ขึ้นอยู่กับการเปรียบเทียบค่าของตัวแปรที่

สังเกตมาได้ เช่น ปริมาณน�า้ฝนสูงสุดที่วัดได้ ระยะเวลาที่น้อยที่สุดในการประมวลผล นั่นคือเราท�าการจัดอันดับ

ค่าของตัวแปรสุ่มที่สังเกตได้ตามขนาดของตัวแปรนั้น ฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มท่ีเป็นผลมาจากการจัดอันดับนี้จะ

เรียกว่า “ตัวสถิติอันดับ (order statistics)”

ในบทนี้จะกล่าวถึงแนวคิดหรือนิยามของตัวสถิติอันดับ สัญลักษณ์ที่ใช้แทนตัวสถิติอันดับ รวมท้ัง 

ศึกษาสมบัติของตัวสถิติอันดับ ตัวสถิติอันดับจัดว่าเป็นตัวสถิติชนิดหนึ่ง ค�าว่า “ตัวสถิติ (statistic)” นั้นอาจ

นิยามได้ว่าเป็นฟังก์ชันของตัวแปรสุ่มหนึ่งตัวหรือมากกว่าหนึ่งตัวที่ไม่ขึ้นกับพารามิเตอร์ใดๆ ท่ีไม่ทราบค่า  

ตัวสถิติอันดับนับว่ามีบทบาทที่ส�าคัญในสถิติศาสตร์เชิงอนุมานเนื่องจากสมบัติบางประการของตัวสถิติเหล่านี ้

ไม่ข้ึนกับการแจกแจงของประชากรท่ีใช้ในการเลือกตัวอย่างสุ่ม ถ้าหากพิจารณาว่าโมเมนต์ตัวอย่างนั้นจะให้

สารสนเทศเกี่ยวกับโมเมนต์ประชากร ตัวสถิติอันดับก็จะให้สารสนเทศเกี่ยวกับควอนไทล์ของประชากรนั่นเอง

นอกจากนี้แล้วตัวสถิติตัวอื่นๆ ที่ส�าคัญ เช่น ค่าเฉลี่ยตัวอย่าง ความแปรปรวนตัวอย่าง ล้วนแล้วแต่

ใช้ในการอนมุานเกีย่วกับพารามเิตอร์ท่ีไม่ทราบค่าของประชากรทัง้สิน้ และเนือ่งจากตวัสถิตทุิกตวัต่างก็เป็นฟังก์ชัน

ของตวัแปรสุม่ท่ีสงัเกตได้จากตวัอย่าง ดงันัน้ตวัสถิตเิองจงึเป็นตวัแปรสุ่มด้วยท�าให้มีการแจกแจงความน่าจะเป็น

เป็นของตัวเองซึ่งเรียกว่า “การแจกแจงค่าตัวอย่าง (sampling distribution)” ซึ่งอาจพิจารณาได้ว่าเป็นการ

แจกแจงเชิงทฤษฎขีองฮิสโทแกรมความถ่ีสมัพทัธ์ของค่าท่ีเป็นไปได้ของตวัสถิตหินึง่ๆ หากมกีารสุม่ซ�า้ๆ กนัจาก

ประชากรหนึ่งๆ ซึ่งในบทนี้จะกล่าวเฉพาะการแจกแจงค่าตัวอย่างของตัวสถิติที่เก่ียวข้องกับการแจกแจงปรกติ 

ได้แก่ การแจกแจงของค่าเฉลี่ยตัวอย่าง การแจกแจงของผลบวกก�าลังสองของตัวแปรสุ่มปรกติมาตรฐาน การ

แจกแจงของฟังก์ชันของความแปรปรวนตัวอย่าง รวมทั้งการแจกแจงของตัวสถิติท่ีใช้ในการอนุมานเชิงสถิติ 

ได้แก่ การแจกแจงที และการแจกแจงเอฟ

บทที่ 3
ตัวสถิติอันดับและการแจกแจงค่าตัวอย่าง
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6.1 กล่าวน�า
การหาตัวประมาณแบบจุดของพารามิเตอร์ท่ีสนใจหรือฟังก์ชันของพารามิเตอร์นั้นในหลายๆ กรณีอาจ

ใช้สามัญส�านึกในการพิจารณาก็ได้ เช่น ใช้ค่าเฉลี่ยตัวอย่างเพื่อเป็นตัวประมาณของค่าเฉลี่ยประชากร ใช้ความ

แปรปรวนตัวอย่างเพื่อเป็นตัวประมาณความแปรปรวนของประชากร อย่างไรก็ตามในกรณีท่ีพารามิเตอร์ท่ีสนใจ

เป็นพารามเิตอร์อืน่ๆ กจ็�าเป็นทีจ่ะต้องมวีธิท่ีีมหีลกัการเพือ่ให้ตวัประมาณท่ีสมเหตสุมผล จากนัน้กจ็ะต้องพจิารณา

ว่าตัวประมาณที่ได้มีสมบัติที่พึงมีอะไรบ้าง ในบทนี้จะกล่าวถึงวิธีการหาตัวประมาณแบบต่างๆ ได้แก่ วิธีโมเมนต์ 

(method of moments) ตัวประมาณภาวะน่าจะเป็นสูงสุด (maximum likelihood estimators) ตัวประมาณ

ที่สร้างจากตัวสถิติพอเพียง และตัวประมาณของเบส์ (Bayes’ estimators) อย่างไรก็ตามจะต้องพิจารณาสมบัติ

ของตัวประมาณที่ได้จากวิธีหนึ่งๆ ด้วย โดยเฉพาะตัวประมาณที่ได้จากวิธีโมเมนต์ และตัวประมาณภาวะน่าจะ

เป็นสงูสดุว่ามสีมบตัติามท่ีต้องการหรอืไม่ ส�าหรับตวัประมาณท่ีสร้างจากตวัสถิตพิอเพยีงจะน�าเสนอวธิกีารทีท่�าให้

ตัวประมาณที่ได้เป็นตัวประมาณไม่เอนเอียงแปรปรวนต�่าสุด ส่วนตัวประมาณของเบส์นั้นเป็นอีกแนวทางหนึ่งท่ี

ต่างจากวิธีตัวสถิติเชิงแบบฉบับ (classical statistics) ดังนั้นการพิจารณาสมบัติของตัวประมาณก็จะแตกต่าง

ไปจากวิธีที่เคยกล่าวมา

6.2 วธิีโมเมนต์ 
วิธีโมเมนต์นับว่าเป็นวิธีการหาตัวประมาณแบบจุดท่ีเก่าแก่ท่ีสุด เสนอโดย คาร์ล เพียร์สัน (Karl 

Pearson) ในปี ค.ศ. 1894 วิธีนี้เป็นวิธีท่ีค่อนข้างง่ายและมักจะใช้หาตัวประมาณได้เสมอ อย่างไรก็ตามใน

หลายๆ กรณี อาจต้องท�าการปรับตัวประมาณที่ได้จากวิธีนี้เพื่อให้มีสมบัติท่ีดีขึ้น ดังนั้นจึงมักใช้วิธีนี้เพื่อเป็น 

จุดเริ่มในการพัฒนาตัวประมาณในกรณีที่ไม่สามารถใช้วิธีการอื่นๆ ได้หรือท�าได้แต่ค่อนข้างยาก

แนวคิดของวิธีโมเมนต์นั้นมีอยู่ว่า พารามิเตอร์ที่ไม่ทราบค่าของฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็น

หรือฟังก์ชันมวลความน่าจะเป็นมักอยู่ในรูปของโมเมนต์ประชากร เช่น ค่าเฉลี่ยของการแจกแจงปรกติก็คือ

โมเมนต์ประชากรอันดับที่ 1 (รอบจุดก�าเนิด) หรือ  และความแปรปรวนของการแจกแจงปรกติก็

คือ โมเมนต์ประชากรอันดับที่ 2 (รอบค่าเฉลี่ย) หรือ  ถ้ามีการเลือกตัวอย่างจากประชากร

เราก็สามารถหาโมเมนต์ตัวอย่างได้ ดังนั้นจึงน่าที่จะใช้โมเมนต์ตัวอย่างในการประมาณค่าโมเมนต์ประชากร จาก

บทที่ 6
การหาตัวประมาณ

ตัว
อย่
าง



คณิตสถิติศาสตร 1

ด
ร
.ก

ม
ล
 
บ
ุษ
บ
า

ค
ณ

ิต
ส
ถ
ิต
ิศ
า
ส
ต
ร
 
1

http://thammasatpress.tu.ac.th

ดร.กมล บุษบา

การศึกษา

• ปริญญาตรี สาขาวิชาสถิติ เกียรตินิยมอันดับหนึ่ง จากมหาวิทยาลัยศิลปากร

• ปริญญาโท สาขาวิชาสถิติ จากจุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย และสาขา Actuarial Science 

 จาก Ball State University ประเทศสหรัฐอเมริกา

• ปริญญาเอก สาขาวิชาสถิติ จาก North Carolina State University ประเทศสหรัฐอเมริกา

รับราชการตำแหน�งอาจารยตั้งแต พ.ศ. 2531 ปจจุบันดำรงตำแหน�งรองศาสตราจารย 
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และเปนอุปนายกสมาคมสถิติแหงประเทศไทย รวมทั้งกรรมการจัดทำพจนานุกรมศัพท

สถิติศาสตรของสำนักราชบัณฑิตยสภา

  คณิตสถิติศาสตรหรือสถิติเชิงคณิตศาสตรเปนระบบวิชาความรูที่ศึกษาสถิติศาสตรโดยใชพื้นฐาน

ทางคณิตศาสตร มุงเนนเนื้อหาสถิติศาสตรเชิงทฤษฎีและการพิสูจนเพ�ออธิบายรากฐานของสถิติศาสตร

ดวยหลักคณิตศาสตร เนื้อหาในตำราเลมนี้ประกอบดวย (1) ฟงกชันกอกำเนิดโมเมนต (2) ฟงกชันของ

ตัวแปรสุม (3) ตัวสถิติอันดับและการแจกแจงคาตัวอยาง (4) ทฤษฎีบทขีดจำกัดและการลูเขาของลำดับ

ของตัวแปรสุม (5) สมบัติของตัวประมาณแบบจุด (6) การหาตัวประมาณ และ (7) การบูรณาการในงาน

วิจัย องคความรูตางๆ เหลาน้ีใชเปนพ้ืนฐานของการอนุมานเชิงสถิติท้ังแบบใชและเสมือนไมใชพารามิเตอร
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