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คำนำ
ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป เปน็ฟงัก์ชันทีข่ยายแนวคดิมาจากฟงัก์ชันดเีทอร์มแินนต์ ซึง่นยิามไวโ้ดย

นักคณติศาสตร์ชาวรัสเซยี อสิไซ ชร์ู ในปคีรสิต์ศักราช 1918 ในขณะทีศ่กึษาทฤษฎตัีวแทนของกรปุ ซึง่
นยิามฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป dGχ : Mn(C) −→ C ทีสั่มพัทธ์กับกรปุยอ่ย G ของกรปุสมมาตร Sn

และคาแรกเตอร์ χ ของกรปุ G ไวโ้ดย

dGχ (A) :=
∑
σ∈G

χ(σ)
n∏

i=1

aiσ(i)

สำหรับแตล่ะเมทรกิซ์จัตรัุส A = (aij) ขนาด n × n โดยมสีมาชกิอยูใ่นสนามจำนวนเชงิซอ้น C ซึง่เมือ่
G = Sn และ χ = ϵ = sgn ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป dSn

ϵ คอืฟงัก์ชันดเีทอร์มแินนต์

det(A) =
∑
σ∈G

sgn(σ)
n∏

i=1

aiσ(i)

เมือ่ G = Sn และ χ = 1 ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป dSn
1 คอืฟงัก์ชันเพอมาเนนต์

per(A) =
∑
σ∈G

n∏
i=1

aiσ(i)

และเมือ่ G = {e} และ χ = 1 ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป d
{e}
1 คอืฟงัก์ชันอาดามาร์

h(A) =
n∏

i=1

aii

นอกจากน้ัน ชร์ูยังไดข้ยายอสมการเมทรกิซ์อันโดง่ดังของอาดามาร์ ไปสูอ่สมการในรปูของฟงัก์ชันเมทรกิซ์
วางนัยทัว่ไป อันเปน็จดุเร ิม่ตน้ของอสมการเมทรกิซ์อันหลากหลาย กระทัง่นำมาสูข่อ้ความคาดการณ์การ
ครอบงำของฟงัก์ชันเพอมาเนนต์ในปคีรสิต์ศักราช 1966 ซึง่เปน็ปญัหาทีท่า้ทายสำหรับนักคณติศาสตร์
มากวา่หา้ทศวรรษ และยังคงเปน็ปญัหาเปดิมาจวบจนปจัจบัุน

นอกเหนอืจากบทประยกุต์โดยตรงทีฟ่งัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปมตีอ่ทฤษฎเีมทรกิซ์แลว้ ฟงัก์ชัน
เมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปยังมีบทประยกุต์ทีห่ลากหลายในพชีคณติเชงิหลายเสน้โดยเฉพาะอยา่งยิง่ในหัวขอ้
คลาสเทนเซอร์สมมาตร มบีทประยกุต์ตอ่การจำแนกกราฟในทฤษฎกีราฟ และมบีทประยกุต์ตอ่ทฤษฎกีาร
ไมแ่ปรผันบนปรภิมูพิหนุามหลายตัวแปร

หนังสอืเลม่นี้ เรยีบเรยีงขึ้นโดยมจีดุม ุง่เนน้อธบิายสมบัติ การประยกุต์ใช้ และหัวขอ้งานวจัิยทีเ่ก ีย่วขอ้ง
กับฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป โดยจะนำเสนอกระบวนการคดิและเทคนคิในการพสิจูน์ แรงจงูใจ และ
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ฟังัก์์ชัันเมทริิกซ์์วางนััยทั่่�วไป
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ความสัมพันธ์ของแตล่ะหัวขอ้ โดยจะแบง่ออกเปน็ 7 บทประกอบดว้ย บทที่ 1 เปน็บทความร ูพ้ ื้นฐานโดยจะ
นำเสนอ คำจำกัดความ สัญลักษณ์ สมบัตติา่ง ๆ ทีจ่ะนำไปใชัในหนังสอืเลม่นี้ ในรปูแบบพรรณาเชือ่มโยง
กัน โดยแบง่ออกเปน็ 3 หัวขอ้ คอื พชีคณติเชงิเสน้ ปรภิมูผิลคณูภายใน และทฤษฎตัีวแทนของกรปุจำกัด
ซึง่จะละการพสิจูน์ทฤษฎมีาตรฐาน สัญลักษณ์ และคำจำกัดความทีเ่ปน็พื้นฐานภายใตเ้ง ือ่นไขทีว่า่ ผ ูอ้า่น
เคยศกึษา พชีคณติ และพชีคณติเชงิเสน้ ในระดับปรญิญาตรมีาแลว้เปน็อยา่งดี

เนือ่งจากสมบัตทิ ีส่ำคัญของฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปมผีลมาจากสมบัตขิองคลาสเทนเซอร์สมมาตร
ซึง่เหนีย่วนำมาจากฟงัก์ชันเทนเซอร์อันเปน็ฟงัก์ชันเชงิหลายเสน้ประเภทหนึง่ และเพือ่เปน็การเตรยีมความ
พรอ้มสำหรับองค์ความร ู้พ ื้นฐาน ในบทที่ 2 จงึเปน็การศกึษาฟงัก์ชันเชงิหลายเสน้ และฟงัก์ชันเทนเซอร์
โดยเนน้ศกึษาคณุสมบัตทิ ีจ่ำเปน็สำหรับการศกึษาคลาสเทนเซอร์สมมาตร ในบทที่ 3 จะใหบ้ทนยิามและ
ตัวอยา่งของฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป รวมถงึศกึษาสมบัตขิองฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปทีเ่ทยีบเคยีง
กับสมบัตขิองฟงัก์ชันดเีทอร์มแินนต์ โดยใช้เพยีงพื้นฐานใน พชีคณติ พชีคณติเชงิเสน้ และทฤษฎตัีวแทน
ของ กรปุจำกัด กอปรกับเทคนคิทีห่ลากหลายในการพสิจูน์สมบัตเิหลา่น้ัน บทที่ 4 จะศกึษาความหมาย
ของคลาสเทนเซอร์สมมาตรซึง่ เปน็ปรภิมู ิยอ่ยหนึง่ของปรภิมู ิผลคณูเทนเซอร์ โดยจะเนน้ศกึษาผลคณู
ภายในเหนีย่วนำ ฐานอันดับเชงิต้ังฉากปรกตขิองคลาสเทนเซอร์สมมาตร และตัวดำเนนิการเหนีย่วนำบน
คลาสเทนเซอร์สมมาตร อันจะกอ่ใหเ้กดิความสัมพันธ์กับฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป ซึง่จะถกูทำให้
เดน่ชัดมากยิง่ขึ้นในบทที่ 5 ซึง่ในบทที่ 5 จะใชค้วามสัมพันธ์ระหวา่งเทนเซอร์สมมาตรกับฟงัก์ชัน
เมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปในการคน้หาสมบัตขิองฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป อันประกอบไปดว้ย อสมการของ
ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปบนเซตของเมทรกิซ์กึง่บวกแนน่อน การพสิจูน์อสมการของชร์ู สตูรวางนัย
ทัว่ไปสำหรับทฤษฎขีองโคชี – ไบเนต การพสิจูน์การกระจายของลาปลาซสำหรับฟงัก์ชันดเีทอร์มแินนต์
และฟงัก์ชันเพอร์มาเนนต์ รวมถงึศกึษาสมบัตขิองปรภิมูกิราสส์มันน์และปรภิมูสิมมาตรบรบิรูณ์อกีดว้ย

ในบทที่6 จะเปน็การศกึษาผลยอ้นกลับของฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปทีม่ตีอ่คลาสเทนเซอร์สมมาตร
นัน่คอืจะใชฟ้งัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปในการศกึษาคณุลักษณะตา่ง ๆ ของคลาสเทนเซอร์สมมาตร รวม
ถงึการประยกุต์ใชเ้มทรกิซ์เหนีย่วนำบนปรภิมูสิมมาตรบรบิรูณ์ในการศกึษาทฤษฎกีารไมแ่ปรผันของ
พหนุามหลายตัวแปร อันจะนำไปสูก่ารประยกุต์ใชใ้นการจำแนกความสมสัณฐานของกราฟในทฤษฎกีราฟ
และในบทสดุทา้ย จะเปน็การรวบรวมหัวขอ้งานวจัิยทีเ่ก ีย่วขอ้งกับฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป โดยเฉพาะ
อยา่งยิง่ขอ้ความคาดการณ์การครอบงำของฟงัก์ชันเพอร์มาเนนต์ โดยจะอธบิายในลักษณะของการทบทวน
วรรณกรรมอยา่งยอ่ เพือ่ ให้เหน็ถงึประวัติความเปน็มา ผลลัพธ์ทีเ่ก ีย่วขอ้งกับขอ้คาดการณ์นี้ รวมถงึ
สถานะปจัจบัุน นอกจากน้ัน คำถามและหัวขอ้งานวจัิยทีเ่ก ีย่วขอ้งกับปญัหาตัวคงสภาพเชงิเสน้ไดถ้กูรวบรวม
ไวอ้ยา่งหลากหลายเพือ่ใหผ้ ูอ้า่นไดเ้หน็แนวทาง แนวโนม้ สำหรับหัวขอ้งานวจัิยทีเ่ก ีย่วกับฟงัก์ชันเมทรกิซ์
วางนัยทัว่ไป

นอกจากนี้ ผ ูเ้ขยีนไดร้วมรวมแบบฝกึหัดในแตล่ะหัวขอ้เทา่ทีจ่ำเปน็และเพยีงพอเพือ่ใหผ้ ูอ้า่นไดท้บทวน
ทำความเขา้ใจ เพือ่เตรยีมพรอ้มในการศกึษาหัวขอ้ตอ่ไป โดยการอธบิายเนื้อหาในหนังสอืเลม่นี้ จะเรยีง

iii

คำนำ
ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป เปน็ฟงัก์ชันทีข่ยายแนวคดิมาจากฟงัก์ชันดเีทอร์มแินนต์ ซึง่นยิามไวโ้ดย

นักคณติศาสตร์ชาวรัสเซยี อสิไซ ชร์ู ในปคีรสิต์ศักราช 1918 ในขณะทีศ่กึษาทฤษฎตัีวแทนของกรปุ ซึง่
นยิามฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป dGχ : Mn(C) −→ C ทีสั่มพัทธ์กับกรปุยอ่ย G ของกรปุสมมาตร Sn

และคาแรกเตอร์ χ ของกรปุ G ไวโ้ดย

dGχ (A) :=
∑
σ∈G

χ(σ)
n∏

i=1

aiσ(i)

สำหรับแตล่ะเมทรกิซ์จัตรัุส A = (aij) ขนาด n × n โดยมสีมาชกิอยูใ่นสนามจำนวนเชงิซอ้น C ซึง่เมือ่
G = Sn และ χ = ϵ = sgn ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป dSn

ϵ คอืฟงัก์ชันดเีทอร์มแินนต์

det(A) =
∑
σ∈G

sgn(σ)
n∏

i=1

aiσ(i)

เมือ่ G = Sn และ χ = 1 ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป dSn
1 คอืฟงัก์ชันเพอมาเนนต์

per(A) =
∑
σ∈G

n∏
i=1

aiσ(i)

และเมือ่ G = {e} และ χ = 1 ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป d
{e}
1 คอืฟงัก์ชันอาดามาร์

h(A) =
n∏

i=1

aii

นอกจากน้ัน ชร์ูยังไดข้ยายอสมการเมทรกิซ์อันโดง่ดังของอาดามาร์ ไปสูอ่สมการในรปูของฟงัก์ชันเมทรกิซ์
วางนัยทัว่ไป อันเปน็จดุเร ิม่ตน้ของอสมการเมทรกิซ์อันหลากหลาย กระทัง่นำมาสูข่อ้ความคาดการณ์การ
ครอบงำของฟงัก์ชันเพอมาเนนต์ในปคีรสิต์ศักราช 1966 ซึง่เปน็ปญัหาทีท่า้ทายสำหรับนักคณติศาสตร์
มากวา่หา้ทศวรรษ และยังคงเปน็ปญัหาเปดิมาจวบจนปจัจบัุน

นอกเหนอืจากบทประยกุต์โดยตรงทีฟ่งัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปมตีอ่ทฤษฎเีมทรกิซ์แลว้ ฟงัก์ชัน
เมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปยังมีบทประยกุต์ทีห่ลากหลายในพชีคณติเชงิหลายเสน้โดยเฉพาะอยา่งยิง่ในหัวขอ้
คลาสเทนเซอร์สมมาตร มบีทประยกุต์ตอ่การจำแนกกราฟในทฤษฎกีราฟ และมบีทประยกุต์ตอ่ทฤษฎกีาร
ไมแ่ปรผันบนปรภิมูพิหนุามหลายตัวแปร

หนังสอืเลม่นี้ เรยีบเรยีงขึ้นโดยมจีดุม ุง่เนน้อธบิายสมบัติ การประยกุต์ใช้ และหัวขอ้งานวจัิยทีเ่ก ีย่วขอ้ง
กับฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป โดยจะนำเสนอกระบวนการคดิและเทคนคิในการพสิจูน์ แรงจงูใจ และ
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ตามลำดับตอ่เนือ่งกันไปจากบทที่ 1 ถงึบทที่ 7 และจะใชศั้พท์บัญญัตขิองราชบัณฑติยสถานมากทีส่ดุเทา่ที ่
เปน็ไปได้

ผ ูเ้ขยีนขอนอ้มรำลกึถงึพระคณุครบูาอาจารย์ในทกุระดับช้ันทีไ่ดป้ระสทิธิ์ประสาทวชิาความร ู้ ทำใหผ้ ู้
เขยีนมแีนวทางการสอน การทำวจัิย การครองชวีติ รวมถงึการเขยีนหนังสอืเลม่นี้ ขอ้ผดิพลาดประการใด
อันเกดิจากเอกสารนี้ ผ ูเ้ขยีนขอนอ้มรับเพือ่นำมาพจิารณาปรับปรงุในโอกาสตอ่ไป

กจิติ รอดเทศ
9 กรกฎาคม 2563

ภาควชิาคณติศาสตร์, คณะวทิยาศาสตร์, มหาวทิยาลัยนเรศวร

iv

ความสัมพันธ์ของแตล่ะหัวขอ้ โดยจะแบง่ออกเปน็ 7 บทประกอบดว้ย บทที่ 1 เปน็บทความร ูพ้ ื้นฐานโดยจะ
นำเสนอ คำจำกัดความ สัญลักษณ์ สมบัตติา่ง ๆ ทีจ่ะนำไปใชัในหนังสอืเลม่นี้ ในรปูแบบพรรณาเชือ่มโยง
กัน โดยแบง่ออกเปน็ 3 หัวขอ้ คอื พชีคณติเชงิเสน้ ปรภิมูผิลคณูภายใน และทฤษฎตัีวแทนของกรปุจำกัด
ซึง่จะละการพสิจูน์ทฤษฎมีาตรฐาน สัญลักษณ์ และคำจำกัดความทีเ่ปน็พื้นฐานภายใตเ้ง ือ่นไขทีว่า่ ผ ูอ้า่น
เคยศกึษา พชีคณติ และพชีคณติเชงิเสน้ ในระดับปรญิญาตรมีาแลว้เปน็อยา่งดี

เนือ่งจากสมบัตทิ ีส่ำคัญของฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปมผีลมาจากสมบัตขิองคลาสเทนเซอร์สมมาตร
ซึง่เหนีย่วนำมาจากฟงัก์ชันเทนเซอร์อันเปน็ฟงัก์ชันเชงิหลายเสน้ประเภทหนึง่ และเพือ่เปน็การเตรยีมความ
พรอ้มสำหรับองค์ความร ู้พ ื้นฐาน ในบทที่ 2 จงึเปน็การศกึษาฟงัก์ชันเชงิหลายเสน้ และฟงัก์ชันเทนเซอร์
โดยเนน้ศกึษาคณุสมบัตทิ ีจ่ำเปน็สำหรับการศกึษาคลาสเทนเซอร์สมมาตร ในบทที่ 3 จะใหบ้ทนยิามและ
ตัวอยา่งของฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป รวมถงึศกึษาสมบัตขิองฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปทีเ่ทยีบเคยีง
กับสมบัตขิองฟงัก์ชันดเีทอร์มแินนต์ โดยใช้เพยีงพื้นฐานใน พชีคณติ พชีคณติเชงิเสน้ และทฤษฎตัีวแทน
ของ กรปุจำกัด กอปรกับเทคนคิทีห่ลากหลายในการพสิจูน์สมบัตเิหลา่น้ัน บทที่ 4 จะศกึษาความหมาย
ของคลาสเทนเซอร์สมมาตรซึง่ เปน็ปรภิมู ิยอ่ยหนึง่ของปรภิมู ิผลคณูเทนเซอร์ โดยจะเนน้ศกึษาผลคณู
ภายในเหนีย่วนำ ฐานอันดับเชงิต้ังฉากปรกตขิองคลาสเทนเซอร์สมมาตร และตัวดำเนนิการเหนีย่วนำบน
คลาสเทนเซอร์สมมาตร อันจะกอ่ใหเ้กดิความสัมพันธ์กับฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป ซึง่จะถกูทำให้
เดน่ชัดมากยิง่ขึ้นในบทที่ 5 ซึง่ในบทที่ 5 จะใชค้วามสัมพันธ์ระหวา่งเทนเซอร์สมมาตรกับฟงัก์ชัน
เมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปในการคน้หาสมบัตขิองฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป อันประกอบไปดว้ย อสมการของ
ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปบนเซตของเมทรกิซ์กึง่บวกแนน่อน การพสิจูน์อสมการของชร์ู สตูรวางนัย
ทัว่ไปสำหรับทฤษฎขีองโคชี – ไบเนต การพสิจูน์การกระจายของลาปลาซสำหรับฟงัก์ชันดเีทอร์มแินนต์
และฟงัก์ชันเพอร์มาเนนต์ รวมถงึศกึษาสมบัตขิองปรภิมูกิราสส์มันน์และปรภิมูสิมมาตรบรบิรูณ์อกีดว้ย

ในบทที่6 จะเปน็การศกึษาผลยอ้นกลับของฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปทีม่ตีอ่คลาสเทนเซอร์สมมาตร
นัน่คอืจะใชฟ้งัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปในการศกึษาคณุลักษณะตา่ง ๆ ของคลาสเทนเซอร์สมมาตร รวม
ถงึการประยกุต์ใชเ้มทรกิซ์เหนีย่วนำบนปรภิมูสิมมาตรบรบิรูณ์ในการศกึษาทฤษฎกีารไมแ่ปรผันของ
พหนุามหลายตัวแปร อันจะนำไปสูก่ารประยกุต์ใชใ้นการจำแนกความสมสัณฐานของกราฟในทฤษฎกีราฟ
และในบทสดุทา้ย จะเปน็การรวบรวมหัวขอ้งานวจัิยทีเ่ก ีย่วขอ้งกับฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป โดยเฉพาะ
อยา่งยิง่ขอ้ความคาดการณ์การครอบงำของฟงัก์ชันเพอร์มาเนนต์ โดยจะอธบิายในลักษณะของการทบทวน
วรรณกรรมอยา่งยอ่ เพือ่ ให้เหน็ถงึประวัติความเปน็มา ผลลัพธ์ทีเ่ก ีย่วขอ้งกับขอ้คาดการณ์นี้ รวมถงึ
สถานะปจัจบัุน นอกจากน้ัน คำถามและหัวขอ้งานวจัิยทีเ่ก ีย่วขอ้งกับปญัหาตัวคงสภาพเชงิเสน้ไดถ้กูรวบรวม
ไวอ้ยา่งหลากหลายเพือ่ใหผ้ ูอ้า่นไดเ้หน็แนวทาง แนวโนม้ สำหรับหัวขอ้งานวจัิยทีเ่ก ีย่วกับฟงัก์ชันเมทรกิซ์
วางนัยทัว่ไป

นอกจากนี้ ผ ูเ้ขยีนไดร้วมรวมแบบฝกึหัดในแตล่ะหัวขอ้เทา่ทีจ่ำเปน็และเพยีงพอเพือ่ใหผ้ ูอ้า่นไดท้บทวน
ทำความเขา้ใจ เพือ่เตรยีมพรอ้มในการศกึษาหัวขอ้ตอ่ไป โดยการอธบิายเนื้อหาในหนังสอืเลม่นี้ จะเรยีง
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บทที่ 1

ความรูพ้ ื้ นฐาน

ในบทนี้จะเปน็การรวบรวมสัญลักษณ์ ความหมาย บทนยิาม คณุสมบัตพิื้นฐานตา่ง ๆ ทีจ่ำเปน็และเพยีงพอ
สำหรับหนังสอืเลม่นี้ โดยจะละการพสิจูน์สมบัติ หรอืทฤษฎบีทตา่ง ๆ ทีเ่ปน็มาตรฐานไว้ ซึง่ผ ูอ้า่นสามารถ
ศกึษาบทพสิจูน์ทฤษฎหีรอืสมบัตติา่ง ๆ เหลา่น้ันไดใ้นหนังสอืพชีคณติ พชีคณติเชงิเสน้ ทฤษฎเีมทรกิซ์ และ
ทฤษฎตัีวแทนของกรปุจำกัด ไดโ้ดยทัว่ไป

1.1 พชีคณติเชงิเสน้
ในหนังสอืเลม่นี้ ปรภิมูเิวกเตอร์ หมายถงึปรภิมูเิวกเตอร์ทีม่มีติจิำกัด และฐานของปรภิมูเิวกเตอร์หากมไิด้
กลา่วไวเ้พิม่เตมิหมายถงึฐานอันดับ ถา้เซตยอ่ย W ของปรภิมูเิวกเตอร์ V เปน็ปรภิมูเิวกเตอร์เหนอืสนาม
F เดยีวกันดว้ยแลว้ จะเรยีก W วา่เปน็ปรภิมูยิอ่ย (Subspace) ของ V และจะเขยีนแทนดว้ย W ≤ V

ซึง่สำหรับเซตยอ่ย S ใด ๆ ของปรภิมูเิวกเตอร์ V เหนอืสนาม F จะไดว้า่

Span(S) := {
k∑

i=1

aisi | k ∈ N, ai ∈ F, si ∈ S; ∀i = 1, . . . , k}

เปน็ปรภิมูยิอ่ยของ V เสมอ ถา้ W ≤ V และ W ̸= V แลว้จะเรยีก W วา่เปน็ปรภิมูยิอ่ยแท้ (Proper
subspace) ของ V ในกรณทีี ่ V เปน็ปรภิมูเิวกเตอร์เหนอืสนามอนันต์ F จะได้วา่ V ไมส่ามารถเขยีน
ในรปูผลยเูนยีนของปรภิมูยิอ่ยแทอ้ยา่งจำกัดจำนวนได้ กลา่วคอื ถา้มปีรภิมูยิอ่ยแท้ V1, . . . , Vn ทีท่ำให้
V = ∪n

i=1Vi เมือ่พจิารณาแตล่ะเวกเตอร์ 0 ̸= x ∈ V1 และเลอืกเวกเตอร์ y ∈ V −V1 จะไดว้า่มเีวกเตอร์
ในรปู x+αy (โดยที่α ∈ F) อย ูเ่ปน็อนันต์ ซึง่จะเหน็วา่ x+αy /∈ V1 สำหรับทกุ ๆ α ∈ F\{0} ดังน้ัน จะ
มปีรภิมูยิอ่ยแท้Vj (ซึง่ j ̸= 1) ทีบ่รรจเุวกเตอร์ในรปู x+αy อยูเ่ปน็อนันต์ นัน่คอืจะมีα0 ̸= α1 ∈ F\{0}

ทีท่ำให้ x + α0y และ x + α1y เปน็สมาชกิใน Vj ซึง่จะทำให้ y ∈ Vj และดังน้ัน x ∈ Vj ⊆ ∪n
i=2Vi จงึ

ไดว้า่ V1 ⊆ ∪n
i=2Vi หรอื V = ∪n

i=2Vi เมือ่ดำเนนิการเชน่นี้ ซ้ำ ๆ จะสรปุไดว้า่ V = Vn ซึง่เปน็

1
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ฟังัก์์ชัันเมทริิกซ์์วางนััยทั่่�วไป
2 บทท่ี 1. ความร ู้ พ้ืนฐาน

ขอ้ขัดแยง้ เนือ่งจาก Vn เปน็ปรภิมูยิอ่ยแทข้อง V

สำหรับการแปลงเชงิเสน้ T : V −→ W จากปรภิมูเิวกเตอร์ V ไปยังปรภิมูเิวกเตอร์ W เหนอืสนาม
F เดยีวกัน จะเขยีน

Im(T ) := {Tv | v ∈ V } ⊆ W

แทนภาพ (Image) ของ T ซึง่เปน็ปรภิมูยิอ่ยของ W นัน่คอื Im(T ) ≤ W และจะใชสั้ญลักษณ์ rank(T )

แทน dim(Im(T )) และจะเขยีน

ker(T ) := {v ∈ V | Tv = 0} ⊆ V

แทนแกน่กลาง (Kernel) ของ T ซึง่เปน็ปรภิมู ิยอ่ยของ V นัน่คอื ker(T ) ≤ V โดยจะใช้สัญลักษณ์
nullity(T ) แทน dim(ker(T )) เปน็ทีท่ราบกันดวีา่ T เปน็การแปลงเชงิเสน้แบบหนึง่ตอ่หนึง่ ก็ตอ่เมือ่
ker(T ) = {0} และ T เปน็การแปลงเชงิเสน้แบบทัว่ถงึ กต็อ่เมือ่ Im(T ) = W ซึง่ถา้การแปลงเชงิเสน้
T : V −→ W เปน็การแปลงเชงิเสน้แบบหนึง่ตอ่หนึง่และทัว่ถงึ แลว้จะเรยีกการแปลงเชงิเสน้ T วา่เปน็
การแปลงสมสัณฐาน (Isomorphism) ซึง่สมมลูกับการทีม่กีารแปลงเชงิเสน้ T−1 : W −→ V ทีท่ำให้
T−1 ◦ T = IV และ T ◦ T−1 = IW มากกวา่น้ันจะกลา่ววา่ V และ W สมสัณฐาน (Isomorphic) กัน
ซึง่จะเขยีนแทนดว้ยสัญลักษณ์ V ∼= W กต็อ่เมือ่ มกีารแปลงเชงิเสน้สมสัณฐานจากปรภิมูเิวกเตอร์ V ไป
ทัว่ถงึปรภิมูเิวกเตอร์ W

การนยิามการแปลงเชงิเสน้จากปรภิมูเิวกเตอร์ V ไปยังปรภิมูเิวกเตอร์ W เพยีงพอทีจ่ะนยิามบนฐาน
ใดฐานหนึง่ของ V เทา่น้ัน กลา่วคอื ถา้ B := {v1, . . . , vn} เปน็ของ V และ w1, . . . , wn ∈ W จะมี
การแปลงเชงิเสน้ T : V −→ W เพยีงหนึง่เดยีวเทา่น้ันทีส่อดคลอ้งกับขอ้กำหนด T (vi) := wi ∈ W

สำหรับแตล่ะ i = 1, . . . , n ซึง่เรยีกวา่เปน็การขยายเชงิเสน้ (Linear extension) นอกจากนี้ ในกรณทีี ่
rank(T ) = k จะสามารถขยายฐาน {Tv1, . . . , T vk} ซึง่เปน็ฐาน ๆ หนึง่ของ Im(T ) ≤ W ไปสูฐ่าน
B := {v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn} สำหรับ V ทีซ่ ึง่ {vk+1, . . . , vn} เปน็ฐานของ ker(T ) ได้ ดังน้ัน
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สำหรับการแปลงเชงิเสน้ T : V −→ W ใด ๆ และจะทำให้

V ∼= W กต็อ่เมือ่ dim(V ) = dim(W )

ในกรณทีี ่ V = W นัน่คอื T : V −→ V เปน็ตัวดำเนนิการเชงิเสน้ (Linear operator) จะไดว้า่
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บทที่ 2

ฟงัก์ชันเชงิหลายเสน้และปรภิมูผิลคณู
เทนเซอร์

ฟงัก์ชันเชงิหลายเสน้เปน็ฟงัก์ชันพื้นฐานฟงัก์ชันหนึง่ในพชีคณติเชงิเสน้ ในบทนี้จะรวบรวมบทนยิาม สมบัติ
พื้นฐานทีเ่ก ีย่วขอ้งกับฟงัก์ชันเชงิหลายเสน้ทีจ่ะถกูนำไปใชใ้นบทตอ่ ๆ ไป รวมถงึศกึษาปรภิมูผิลคณู
เทนเซอร์ซึง่เปน็เครือ่งมอืทีส่ำคัญยิง่ในการศกึษาคลาสเทนเซอร์สมมาตรอันเปน็กญุแจสำคัญในการศกึษา
ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป

2.1 ฟงัก์ชันเชงิหลายเสน้ และฟงัก์ชันเทนเซอร์
ฟงัก์ชันเชงิหลายเสน้เปน็ฟงัก์ชันหลายตัวแปรทีม่คีวามเปน็เชงิเสน้ในแตล่ะตัวแปร กลา่วคอื สำหรับปรภิมู ิ
เวกเตอร์ V1, . . . , Vm,W เหนอืสนาม F เดยีวกัน จะเรยีกฟงัก์ชัน

ψ : V1 × · · · × Vm −→ W

วา่เปน็ฟงัก์ชันเชงิหลายเสน้อันดับ m (m-multilinear map) หรอือยา่งยอ่วา่ ฟงัก์ชันเชงิหลายเสน้
ถา้

ψ(v1, . . . , avk + bv′k, . . . , vm) = aψ(v1, . . . , vk, . . . , vm) + bψ(v1, . . . , v
′
k, . . . , vm)

สำหรับแตล่ะ k = 1, . . . ,m โดยที่ vi ∈ Vi และ a, b ∈ C ในกรณทีี ่m = 1 จะไดว้า่ฟงัก์ชันเชงิหลาย
เสน้คอืฟงัก์ชันเชงิเสน้ และในกรณทีี ่m = 2 จะเรยีกฟงัก์ชันเชงิหลายเสน้อันดับ 2 วา่เปน็ ฟงัก์ชัน
เชงิเสน้คู่ (Bilinear map) แมว้า่การแปลงเชงิเสน้ และ ฟงัก์ชันเชงิหลายเสน้จะมบีทนยิามทีค่ลา้ยกัน
แตเ่มือ่ m ≥ 2 ฟงัก์ชันท้ังสองประเภทนี้มคีวามแตกตา่งกันอยา่งมาก อยา่งเชน่ โดยบทนยิามของฟงัก์ชัน
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ฟังัก์์ชัันเชิิงหลายเส้้นและ
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ตัว
อย่
าง



34

ฟังัก์์ชัันเมทริิกซ์์วางนััยทั่่�วไป
34 บทท่ี 2. ฟังก์ชันเชิงหลายเส้นและปริภมิูผลคณู เทนเซอร์

เชงิเสน้ค ู่ ψ : V1 × V2 −→ W สำหรับ v1, v
′
1 ∈ V1 และ v2, v′2 ∈ V2 จะมวีา่ ψ(v1, 0) = ψ(0, v2) = 0

เสมอ และ

ψ(v1 + v′1, v2 + v′2) = ψ(v1, v2) + ψ(v1, v
′
2) + ψ(v′1, v2) + ψ(v′1, v

′
2)

แตส่ำหรับการแปลงเชงิเสน้ T : V1×V2 −→ W น้ัน T (v1, 0) หรอื T (0, v2) ไมจ่ำเปน็ตอ้งเปน็เวกเตอร์
ศนูย์ และ

T (v1 + v′1, v2 + v′2) = T (v1, 0) + T (0, v2) + T (v′1, 0) + T (0, v′2)

เปน็ตน้

ตัวอยา่ง 1. กำหนดให้V1, . . . , Vm,W เปน็ปรภิมูเิวกเตอร์เหนอืสนาม F เดยีวกัน และ V ∗ หมายถงึปรภิมู ิ
ค ูกั่นของ V ฟงัก์ชันตอ่ไปนี้ เปน็ฟงัก์ชันเชงิหลายเสน้ (ขอ้กำหนดในแตล่ะฟงัก์ชันใชกั้บทกุตัวแปรในโดเมน)

1. f : C× C −→ C ทีก่ำหนดใหโ้ดย f(x, y) := xy

2. ϕA : Cm × Cn −→ C ทีก่ำหนดใหโ้ดย ϕA(x, y) := xTAy เมือ่ A ∈ Mm×n(C)

3. ⊗ : Cm × Cn −→ Mm×n(C) ทีก่ำหนดใหโ้ดย ⊗(x, y) := xyT

4. det : Cn × · · · × Cn −→ C ทีก่ำหนดใหโ้ดย det(x1, . . . , xn) := det(A) เมือ่ A เปน็
เมทรกิซ์จัตรัุสขนาด n× n โดยมหีลักที ่ i เปน็ xi นัน่คอื A := [x1, . . . , xn] ∈ Mn(C)

5. φ : V ∗ × V −→ F ทีก่ำหนดใหโ้ดย φ(f, v) := f(v)

6. ∏m
i=1 fi : V1 × · · · × Vm −→ F ทีก่ำหนดใหโ้ดย (

∏m
i=1 fi)(v1, . . . , vm) :=

∏m
i=1 fi(vi)

เมือ่ fi ∈ V ∗
i สำหรับแตล่ะ i = 1, . . . ,m

7. v⃗ : V ∗
1 × · · · × V ∗

m −→ C ทีก่ำหนดใหโ้ดย v⃗(f1, . . . , fm) :=
∏m

i=1 fi(vi)

เมือ่ v⃗ = (v1, . . . , vm) โดยที่ vi ∈ Vi สำหรับแตล่ะ i = 1, . . . ,m

เมือ่กำหนดให้ M(V1, . . . , Vm;W ) แทนเซตของฟงัก์ชันเชงิหลายเสน้ท้ังหมดทีเ่ปน็ไปไดท้ ีม่ ีโดเมน
เปน็ V1 × · · · × Vm และโคโดเมนเปน็ W จะไดจ้ากบทนยิามโดยตรงเชน่กันวา่ สำหรับ a, b ∈ F และ
ψ, ϕ ∈ M(V1, . . . , Vm;W ) ฟงัก์ชัน aψ + bϕ ∈ M(V1, . . . , Vm;W ) นัน่คอื M(V1, . . . , Vm;W )

เปน็ปรภิมูเิวกเตอร์เหนอืสนาม F ปรภิมูหินึง่

ในกรณทีีป่รภิมูเิวกเตอร์ V1, . . . , Vm มฐีานเปน็ Ei := {ei1, . . . , eini
} และเมือ่ให้

Êi := {(0, . . . , 0, eij, 0, . . . , 0) | eij อยูใ่นตำแหนง่ที ่ i สำหรับแตล่ะ j = 1, . . . , ni}
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′
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ψ(v1 + v′1, v2 + v′2) = ψ(v1, v2) + ψ(v1, v
′
2) + ψ(v′1, v2) + ψ(v′1, v

′
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แตส่ำหรับการแปลงเชงิเสน้ T : V1×V2 −→ W น้ัน T (v1, 0) หรอื T (0, v2) ไมจ่ำเปน็ตอ้งเปน็เวกเตอร์
ศนูย์ และ

T (v1 + v′1, v2 + v′2) = T (v1, 0) + T (0, v2) + T (v′1, 0) + T (0, v′2)

เปน็ตน้

ตัวอยา่ง 1. กำหนดให้V1, . . . , Vm,W เปน็ปรภิมูเิวกเตอร์เหนอืสนาม F เดยีวกัน และ V ∗ หมายถงึปรภิมู ิ
ค ูกั่นของ V ฟงัก์ชันตอ่ไปนี้ เปน็ฟงัก์ชันเชงิหลายเสน้ (ขอ้กำหนดในแตล่ะฟงัก์ชันใชกั้บทกุตัวแปรในโดเมน)

1. f : C× C −→ C ทีก่ำหนดใหโ้ดย f(x, y) := xy

2. ϕA : Cm × Cn −→ C ทีก่ำหนดใหโ้ดย ϕA(x, y) := xTAy เมือ่ A ∈ Mm×n(C)

3. ⊗ : Cm × Cn −→ Mm×n(C) ทีก่ำหนดใหโ้ดย ⊗(x, y) := xyT

4. det : Cn × · · · × Cn −→ C ทีก่ำหนดใหโ้ดย det(x1, . . . , xn) := det(A) เมือ่ A เปน็
เมทรกิซ์จัตรัุสขนาด n× n โดยมหีลักที ่ i เปน็ xi นัน่คอื A := [x1, . . . , xn] ∈ Mn(C)

5. φ : V ∗ × V −→ F ทีก่ำหนดใหโ้ดย φ(f, v) := f(v)

6. ∏m
i=1 fi : V1 × · · · × Vm −→ F ทีก่ำหนดใหโ้ดย (

∏m
i=1 fi)(v1, . . . , vm) :=

∏m
i=1 fi(vi)

เมือ่ fi ∈ V ∗
i สำหรับแตล่ะ i = 1, . . . ,m

7. v⃗ : V ∗
1 × · · · × V ∗

m −→ C ทีก่ำหนดใหโ้ดย v⃗(f1, . . . , fm) :=
∏m

i=1 fi(vi)

เมือ่ v⃗ = (v1, . . . , vm) โดยที่ vi ∈ Vi สำหรับแตล่ะ i = 1, . . . ,m
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ψ, ϕ ∈ M(V1, . . . , Vm;W ) ฟงัก์ชัน aψ + bϕ ∈ M(V1, . . . , Vm;W ) นัน่คอื M(V1, . . . , Vm;W )

เปน็ปรภิมูเิวกเตอร์เหนอืสนาม F ปรภิมูหินึง่

ในกรณทีีป่รภิมูเิวกเตอร์ V1, . . . , Vm มฐีานเปน็ Ei := {ei1, . . . , eini
} และเมือ่ให้
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1 ∈ V1 และ v2, v′2 ∈ V2 จะมวีา่ ψ(v1, 0) = ψ(0, v2) = 0

เสมอ และ

ψ(v1 + v′1, v2 + v′2) = ψ(v1, v2) + ψ(v1, v
′
2) + ψ(v′1, v2) + ψ(v′1, v
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2. ϕA : Cm × Cn −→ C ทีก่ำหนดใหโ้ดย ϕA(x, y) := xTAy เมือ่ A ∈ Mm×n(C)

3. ⊗ : Cm × Cn −→ Mm×n(C) ทีก่ำหนดใหโ้ดย ⊗(x, y) := xyT

4. det : Cn × · · · × Cn −→ C ทีก่ำหนดใหโ้ดย det(x1, . . . , xn) := det(A) เมือ่ A เปน็
เมทรกิซ์จัตรัุสขนาด n× n โดยมหีลักที ่ i เปน็ xi นัน่คอื A := [x1, . . . , xn] ∈ Mn(C)

5. φ : V ∗ × V −→ F ทีก่ำหนดใหโ้ดย φ(f, v) := f(v)

6. ∏m
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เปน็ V1 × · · · × Vm และโคโดเมนเปน็ W จะไดจ้ากบทนยิามโดยตรงเชน่กันวา่ สำหรับ a, b ∈ F และ
ψ, ϕ ∈ M(V1, . . . , Vm;W ) ฟงัก์ชัน aψ + bϕ ∈ M(V1, . . . , Vm;W ) นัน่คอื M(V1, . . . , Vm;W )

เปน็ปรภิมูเิวกเตอร์เหนอืสนาม F ปรภิมูหินึง่

ในกรณทีีป่รภิมูเิวกเตอร์ V1, . . . , Vm มฐีานเปน็ Ei := {ei1, . . . , eini
} และเมือ่ให้

Êi := {(0, . . . , 0, eij, 0, . . . , 0) | eij อยูใ่นตำแหนง่ที ่ i สำหรับแตล่ะ j = 1, . . . , ni}
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บทที่ 3

ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป

ในบทนี้ จะเปน็การให้บทนยิาม และสมบัตพิื้นฐานทีส่ำคัญสำหรับฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป เนือ่งจาก
ฟงัก์ชันนี้ เปน็ฟงัก์ชันทีม่ ีการขยายบทนยิามมาจากฟงัก์ชันดีเทอร์มิแนนต์ ดังน้ันจงึได้มีการศกึษาสมบัติ
ทีเ่ทยีบเคยีงของท้ังสองฟงัก์ชัน รวมถงึการขยายแนวคดิของพหนุามลักษณะเฉพาะไปสูพ่หนุามลักษณะ
เฉพาะวางนัยทัว่ไปทีสั่มพัทธ์กับฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปไวเ้ชน่กัน โดยการศกึษาสมบัตติา่ง ๆ ในบทนี้
จะใชพ้ ื้นฐานทางพชีคณติ พชีคณติเชงิเสน้ และทฤษฎตัีวแทนของกรปุจำกัดเปน็หลัก ซึง่สมบัตทิ ีใ่ชแ้นวคดิ
ทางพชีคณติเชงิหลายเสน้จะถกูศกึษาผา่นทางคลาสเทนเซอร์สมมาตรซึง่จะไดศ้กึษาในบทตอ่ไป

3.1 บทนยิามและสมบัตพิ ื้ นฐานของฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป
ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปเปน็ฟงัก์ชันทีถ่กูนยิามขึ้นโดยนักคณติศาสตร์ชาวรัสเซยี (แตใ่ชช้วีติชว่งทำงาน
สว่นใหญอ่ย ูท่ ีเ่ยอรมน)ี นามวา่ อสิไซ ชร์ู (Issai Schur: 1875-1941) ไดน้ยิามขึ้นเพือ่ใชใ้นการศกึษาทฤษฎี
ตัวแทนของกรปุไว้ในวารสาร “I. Schur. (1918). Uber endliche Gruppen and Hermtesche Formen,
Math.Z. 1, 184-207.” กลา่วคอื

บทนยิาม 17. กำหนดให้ G เปน็กรปุจำกัดซึง่เปน็กรปุยอ่ยของกรปุสมมาตร Sn และ χ เปน็คาแรกเตอร์
ของกรปุ G ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปทีสั่มพัทธ์กับ G และ χ (Generalized matrix functions
associated to G and χ) คอืฟงัก์ชัน dGχ : Mn(C) −→ C ซึง่

dGχ (A) =
∑
σ∈G

χ(σ)
n∏

i=1

Aiσ(i),

สำหรับแตล่ะเมทรกิซ์ A ∈ Mn(C) ในกรณทีี ่G = Sn จะเขยีนแทนฟงัก์ชัน dGχ ดว้ย dχ ซึง่เรยีกวา่เปน็
ฟงัก์ชันอมิมาแนนต์ (Immanant)
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ฟังัก์์ชัันเมทริิกซ์์วางนััยทั่่�วไป
60 บทท่ี 3. ฟังก์ชันเมทริกซ์วางนัยท่ัวไป

ตัวอยา่งทีส่ำคัญของฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปคอืฟงัก์ชันดเีทอร์มแินนต์ (Determinant) ซึง่เปน็
อมิมาแนนต์โดยมคีาแรกเตอร์เปน็ ϵ = sgn = [1n] ⊢ n นัน่คอื

dGχ (A) = dSn
ϵ (A) = d[1n](A) =

∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

i=1

Aiσ(i) = det(A)

ในกรณทีีก่รปุ G = Sn และคาแรกเตอร์ χ = 1 = [n] ⊢ n จะไดฟ้งัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปเปน็ฟงัก์ชัน
เพอมาเนนต์ (Permanent)

dGχ (A) = dSn
1 (A) = d[n](A) =

∑
σ∈Sn

n∏
i=1

Aiσ(i) = per(A)

ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปทีสั่มพัทธ์กับกรปุชัดแจง้ G = {e} ≤ Sn และคาแรกเตอร์ χ = 1 คอื
ฟงัก์ชันผลคณูแนวทแยงมมุ (Diagonal product) หรอืฟงัก์ชันอาดามาร์ (Hadamard function)

dGχ (A) = d
{e}
1 (A) =

n∏
i=1

Aii := h(A)

นอกจากนี้ คาแรกเตอร์ χ ของกรปุ G ≤ Sn ในบทนยิามของเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปสามารถขยายไปสู่
ฟงัก์ชัน c : G −→ C ใด ๆ ได้ และจะเรยีกฟงัก์ชันเมทรกิซ์ dGc : Mn(C) −→ C ทีซ่ ึง่

dGc (A) :=
∑
σ∈G

c(σ)
n∏

i=1

Aiσ(i),

สำหรับแตล่ะ A ∈ Mn(C) วา่เปน็ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปทีสั่มพัทธ์กับ G และ c (Generalized
matrix function associated to G and c)

เมือ่พจิารณาฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป dGc ทีสั่มพัทธ์กับ G และฟงัก์ชัน c : G −→ C ในฐานะที่
เปน็ฟงัก์ชัน dGc : Cn × · · · ×Cn −→ C โดยที่ dGc (x1, . . . , xn) := dGχ (X) เมือ่ X = [x1 · · · xn] เปน็
เมทรกิซ์ทีม่หีลักที ่ i เปน็เวกเตอร์ xi := (x1i, . . . , xni)

T ∈ Cn สำหรับแตล่ะ i = 1, . . . , n จะพบวา่

dGc (x1, . . . , akxk + bkyk, xk+1, . . . , xn) =
∑
σ∈G

c(σ)(
∏

i∈[n];σ(i)̸=k

Xiσ(i))(akxσ−1(k)k + bkyσ−1(k)k)

= ak
∑
σ∈G

c(σ)
n∏

i=1

Xiσ(i) + bk
∑
σ∈G

c(σ)
n∏

i=1

Y k
iσ(i)

= akd
G
c (x1, . . . , xk−1, xk, xk+1, . . . , xn)

+ bkd
G
c (x1, . . . , xk−1, yk, xk+1, . . . , xn)
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บทที่ 4

คลาสเทนเซอร์สมมาตร

คลาสเทนเซอร์สมมาตรเปน็ปรภิมูยิอ่ยของปรภิมูผิลคณูเทนเซอร์ซึง่เปน็ภาพของตัวดำเนนิการสมมาตร
ทีสั่มพัทธ์กับกร ุปจำกัดและคาแรกเตอร์ของกรปุจำกัดบนปรภิมู ิผลคณูเทนเซอร์ น้ัน ในบทนี้ จะศกึษา
ฐานอันดับเชงิต้ังฉากปรกติของคลาสเทนเซอร์สมมาตร สมบัติพื้นฐาน รวมถงึศกึษาการเหนีย่วนำของ
ตัวดำเนนิการเชงิเสน้บนคลาสเทนเซอร์สมมาตรอันเปน็สมบัตสิำคัญในการคน้หาคณุสมบัตติา่ง ๆ ของ
ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป

4.1 ตัวดำเนนิการสลับเปลีย่น
ให้ V เปน็ปรภิมูผิลคณูภายในทีม่มีติเิปน็ n และให้m เปน็จำนวนนับ จะไดว้า่ สำหรับแตล่ะ σ ∈ Sm จะมี
ตัวดำเนนิการเชงิหลายเสน้ φσ : ×mV −→ ⊗mV ทีซ่ ึง่ φσ(v1, . . . , vm) := vσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ vσ−1(m)

สำหรับแตล่ะ v1, . . . , vm ∈ V ดังน้ัน โดยสมบัตกิารแยกตัวประกอบสากลหนึง่เดยีวของปรภิมูผิลคณู
เทนเซอร์ ยนืยันไดว้า่จะมตัีวดำเนนิการเชงิเสน้ Pσ ∈ End(⊗mV ) ทีซ่ ึง่ Pσ ◦ ⊗ = φσ นัน่คอื

Pσ(v1 ⊗ · · · ⊗ vm) := vσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ vσ−1(m) (4.1.1)

สำหรับแตล่ะ v1, . . . , vm ∈ V และจะเรยีกตัวดำเนนิการเชงิเสน้ Pσ นี้วา่เปน็ ตัวดำเนนิการสลับเปลีย่น
ทีสั่มพัทธ์กับ σ บน ⊗mV (Permutation operator)

ในกรณทีี ่ σ = e ∈ Sm โดย (4.1.1) จะไดว้า่ Pe = I⊗mV และสำหรับแตล่ะ σ และ τ ใน Sm การ
คอมโพสทิกันของตัวดำเนนิการสลับเปลีย่น Pσ และ Pτ สามารถคำนวณได้จาก (4.1.1) โดยตรงเชน่กัน
กลา่วคอื สำหรับแตล่ะ v1, . . . , vm ∈ V

Pσ ◦ Pτ (v1 ⊗ · · · ⊗ vm) = Pσ(vτ−1(1) ⊗ · · · ⊗ vτ−1(m)) = uσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ uσ−1(m)
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78 บทท่ี 4. คลาสเทนเซอร์สมมาตร

เมือ่ uj := vτ−1(j) สำหรับแตล่ะ j = 1, . . . ,m ซึง่ถา้ uσ−1(l) = uj นัน่คอื j = σ−1(l) จะได้

uσ−1(l) = uj = vτ−1(j) = vτ−1(σ−1(l)) = v(στ)−1(l) สำหรับแตล่ะ l = 1, 2, ...,m

แทนในสมการขา้งตน้จะได้

Pσ ◦ Pτ (v1 ⊗ · · · ⊗ vm) = v(στ)−1(1) ⊗ · · · ⊗ u(στ)−1(m) = Pστ (v1 ⊗ · · · ⊗ vm)

ดังน้ัน Pσ ◦ Pτ = Pστ สำหรับทกุ ๆ σ, τ ∈ Sm นอกจากนี้

I⊗mV = Pe = Pσσ−1 = Pσ ◦ Pσ−1

นัน่คอื Pσ−1 = P−1
σ สำหรับแตล่ะ σ ∈ Sm

ในกรณีทีฐ่านอันดับฐานหนึง่ของปรภิมู ิเวกเตอร์ V เปน็ E = {e1, . . . , en} จะได้ (โดย (2.2.1))
วา่ฐานอันดับ (เรยีงอันดับแบบดกิชันนาร)ี ฐานหนึง่ของ ⊗mV คอื E⊗ := {e⊗γ | γ ∈ Γm,n} เมือ่
e⊗γ := eγ(1) ⊗ · · · ⊗ eγ(m) และ

Γm,n := {γ := (γ(1), . . . , γ(m)) ∈ Nm | 1 ≤ γ(i) ≤ n, i = 1, . . . ,m}

ซึง่จะเหน็ไดว้า่ สำหรับแตล่ะ e⊗β ∈ E⊗

Pσ(e
⊗
β ) = Pσ(eβ(1) ⊗ · · · ⊗ eβ(m)) = eβ(σ−1(1)) ⊗ · · · ⊗ eβ(σ−1(m)) = e⊗βσ−1 =

∑
α∈Γm,n

δα,βσ−1e⊗α

ดังน้ัน เมทรกิซ์การแปลงของตัวดำเนนิการ Pσ เทยีบกับฐานอันดับ E⊗ จะมสีมาชกิในตำแหนง่ที ่ (α, β)
เปน็ δα,βσ−1 สำหรับแตล่ะ α, β ∈ Γm,n เพราะฉะน้ัน

tr(Pσ) =
∑

α∈Γm,n

δα,ασ−1 = |{α ∈ Γm,n | ασ = α}|

ซึง่ถา้ σ ∈ Sm เขยีนในรปูผลคณูของวัฏจักรทีแ่ตกตา่งกันโดยทีค่วามยาวของแตล่ะวัฏจักรมากกวา่ 1
ไดจ้ำนวน c(σ) วัฏจักร จะทำให้ ασ := (α(σ(1)), . . . , α(σ(m))) แบง่การเรยีงสับเปลีย่นของสมาชกิ
α(σ(i)) ท้ังหลายออกเปน็ c(σ) กลุม่ หากตอ้งการให้ ασ = α การเรยีงสับเปลีย่นของสมาชกิในแตล่ะ
กลุม่จะตอ้งไมเ่ปลีย่นแปลงนัน่คอื สมาชกิของแตล่ะกลุม่จะตอ้งมคีา่เดยีวกันซึง่เลอืกไดท้ั้งหมด n คา่จาก
1, 2, . . . , n ดังน้ัน

tr(Pσ) = nc(σ)
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บทที่ 5

ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปและ
คลาสเทนเซอร์สมมาตร

ในบททีผ่า่นมาจะเหน็ไดว้า่ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปมคีวามสัมพันธ์อยา่งใกลช้ดิกับผลคณูภายในของ
เทนเซอร์สมมาตร ใบทนี้ จะเชือ่มโยงความสัมพันธ์ดังกลา่วให้เดน่ชัด และจะใช้ความสัมพันธ์ทีไ่ด้ ศกึษา
สมบัตติา่ง ๆ ของฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป ดังเชน่อสมการของฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปของเมทรกิซ์
กึง่บวกแนน่อน สตูรวางนัยทัว่ไปของโคช-ีไบเนต รวมถงึการประยกุต์ใชส้มบัตขิองปรภิมูกิราสส์มันน์ และ
ปรภิมู ิสมมาตรบรบิรูณ์ซึง่เปน็คลาสเทนเซอร์สมมาตรประเภทหนึง่ ในการศกึษาคณุสมบัติวางนัยทัว่ไป
ของฟงัก์ชันดเีทอร์มแินนต์ และฟงัก์ชันเพอร์มาเนนต์ อันรวมถงึการพสิจูน์สตูรการกระจายของลาปลาซ
ของท้ังสองฟงัก์ชัน

5.1 ความสัมพันธ์ระหวา่งฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปและคลาส
เทนเซอร์สมมาตร

ให้G เปน็กรปุยอ่ยของกรปุ Sm และ χ เปน็คาแรกเตอร์ทีล่ดทอนไมไ่ดข้องกรปุ G ฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัย
ทัว่ไปทีสั่มพัทธ์กับ G และ χ ของเมทรกิซ์ A = (aij) ∈ Mm(C) จะเขยีนไดใ้นรปู

dGχ (A) =
∑
σ∈G

χ(σ)
m∏
i=1

aiσ(i)

และสำหรับชดุของเวกเตอร์ u1, . . . , um และ v1, . . . , vm ในปรภิมูผิลคณูภายใน V โดยทฤษฎบีท 43 พบ
วา่ผลคณูภายในของเทนเซอร์สมมาตรแยกได้ u∗ := u1 ∗ · · · ∗ um และ v∗ := v1 ∗ · · · ∗ vm
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บนคลาสสมมาตร V m
χ (G) จะคำนวณไดจ้าก

⟨u∗, v∗⟩ = χ(e)

|G|
∑
σ∈G

χ(σ)
m∏
i=1

(ui, vσ(i))

ดังน้ันถา้เมทรกิซ์ A มีสมาชกิในตำแหนง่ aij = (ui, vj) จะได้วา่ aiσ(i) = (ui, vσ(i)) สำหรับแตล่ะ
i, j ∈ {1, . . . ,m} และ σ ∈ G เพราะฉะน้ัน

⟨u∗, v∗⟩ = χ(e)

|G|
dGχ (A) (5.1.1)

โดยสมบัตขิองเมทรกิซ์กึง่บวกแนน่อน (1.2.5) พบวา่ ถา้ A ⪰ 0 แลว้ จะมเีวกเตอร์หลัก v1, . . . , vm ใน
ปรภิมูผิลคณูภายใน Cm ทีใ่ชผ้ลคณูภายในมาตรฐาน ทีท่ำให้ Aij = (vi, vj) สำหรับแตล่ะ i, j ∈ [m]

ดังน้ันจงึไดโ้ดย (5.1.1) วา่

∥v∗∥2 = ∥v1 ∗ · · · ∗ vm∥2 =
χ(e)

|G|
dGχ (A) (5.1.2)

นอกจากนี้ ในกรณทีี ่ E = {e1, . . . , en} เปน็ฐานอันดับเชงิต้ังฉากปรกตขิอง V และ K(T ) เปน็ตัว
ดำเนนิการเชงิเสน้บน V m

χ (G) ทีเ่หนีย่วนำจากตัวดำเนนิการเชงิเสน้ T ∈ End(V ) ถา้เมทรกิซ์การแปลง
ของ T เทยีบกับฐาน E อยูใ่นรปู A := [T ]E = (aij) แลว้จะได้โดยทฤษฎบีท 55 วา่ สำหรับแตล่ะ
α, β ∈ Γm,n

⟨K(T )e∗β, e
∗
α⟩ =

χ(e)

|G|
∑
σ∈G

χ(σ)
m∏
t=1

aασ(t)β(t)

เมือ่ให้ σ(t) = i จะได้ t = σ−1(i) ซึง่เมือ่ t แปรคา่ต้ังแต่ 1, . . . ,m จะไดว้า่ i แปรคา่ต้ังแต่ 1, . . . ,m
ดว้ย และเมือ่ให้ π = σ−1 จะไดว้า่ π แปรคา่ทัว่ G และ χ(σ) = χ(π−1) = χ(π) = χ̄(π) ดังน้ัน

⟨K(T )e∗β, e
∗
α⟩ =

χ(e)

|G|
∑
π∈G

χ(π)
m∏
i=1

aα(i)β(π(i))

เมือ่ให้ A[α|β] := (aα(i)β(j)) ∈ Mm(C) จะไดโ้ดยบทนยิามของฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปทีสั่มพัทธ์
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χ(e)

|G|
∑
π∈G

χ(π)
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i=1
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แตโ่ดยสมบัติ 18 ขอ้ 4 พบวา่ dGχ̄ (A) = dGχ (A
T ) สำหรับทกุ ๆ เมทรกิซ์ A ∈ Mm(C) ดังน้ัน จงึสรปุได้

ตัว
อย่
าง
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การประยกุต์ใชฟ้งัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป

ในบททีผ่า่นมาจะเหน็ไดว้า่เมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปมบีทประยกุต์โดยตรงในทางทฤษฎเีมทรกิซ์ท้ังนี้ เพราะวา่
ฟงัก์ชันพื้นฐานในทฤษฎเีมทรกิซ์ทีส่ำคัญอยา่งฟงัก์ชันดเีทอร์มแินนต์ และ ฟงัก์ชันเพอร์มาเนนต์เปน็ฟงัก์ชัน
เมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปประเภทหนึง่ ดังน้ัน สมบัตติา่ง ๆ ทีเ่ปน็จรงิสำหรับฟงัก์ชันวางนัยทัว่ไป ยอ่มเปน็จรงิ
สำหรับฟงัก์ชันพื้นฐานเหลา่น้ันดว้ย ในบทนี้ จะเปน็การศกึษาการประยกุต์ใชฟ้งัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป
กับคลาสเทนเซอร์สมมาตร ทฤษฎกีารไมแ่ปรผัน และทฤษฏกีราฟ

6.1 การประยกุต์ใชกั้บคลาสเทนเซอร์สมมาตร
จากการศกึษาทีผ่า่นมาพบวา่สมบัตขิองคลาสเทนเซอร์สมมาตรกอ่ใหเ้กดิสมบัตติา่ง ๆ ของฟงัก์ชัน
เมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป ในหัวขอ้นี้ จะเปน็การศกึษาในแนวทางยอ้นกลับ นัน่คอื การใชเ้มทรกิซ์วางนัยทัว่ไป
เพือ่ศกึษาคลาสเทนเซอร์สมมาตร

ให้ V เปน็ปรภิมูเิวกเตอร์ทีม่ ี dim(V ) = n และ χ เปน็คาแรกเตอร์ทีล่ดทอนไมไ่ดข้องกรปุ G ซึง่เปน็
กรปุยอ่ยของ Sm ให้ u1, . . . , um ∈ V เปน็เวกเตอร์ใด ๆ พจิารณา u∗ := u1 ∗ · · · ∗ um ซึง่เปน็สมาชกิ
ในคลาสเทนเซอร์สมมาตร V m

χ (G) ≤ ⊗mV จะพบวา่ u∗ สามารถเขยีนใหอ้ย ูใ่นรปูผลรวมเชงิเสน้ของ
เวกเตอร์ทีเ่ปน็อสิระเชงิเสน้กันใน ⊗mV โดยมสัีมประสทิธิ์ของการเขยีนดังกลา่วอยูใ่นรปูฟงัก์ชันเมทรกิซ์
วางนัยทัว่ไปของเมทรกิซ์ทีสั่มพันธ์กับ u1, . . . , um ไดดั้งนี้

สมบัติ 87. ให้ u∗ := u1 ∗· · ·∗um ∈ V m
χ (G) โดยที่u1, . . . , um ∈ V ดังน้ันจะมี r ∈ N และลำดับเพิม่

α ∈ Qr,m ทีท่ำให้ Bu∗ = {uα(k) | k = 1, . . . , r} เปน็ฐานอันดับของ U := Span({u1, . . . , um}) นัน่
คอื r = dim(U) และถา้ ui :=

∑r
j=1 aijuα(j) สำหรับแตล่ะ i = 1, . . . ,m แลว้

u∗ =
χ(e)

|G|
∑

γ∈Γm,r

dGχ (A[(1, . . . ,m)|γ])u⊗
αγ ,
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166 บทท่ี 6. การประยกุต์ใช้ฟังก์ชันเมทริกซ์วางนัยท่ัวไป

เมือ่ A = (aij) ∈ Mm×r(C) และ A[(1, . . . ,m)|γ] ∈ Mm(C) เปน็เมทรกิซ์ทีส่รา้งจาก A โดยใชแ้ถว
ที่ 1, . . . ,m และหลักที่ γ(1), . . . , γ(m) ของเมทรกิซ์ A

การพสิจูน์ โดยการแทนคา่ ui :=
∑r

j=1 aijuα(j) สำหรับแตล่ะ i = 1, . . . ,m ใน u∗ และใชส้มบัติ
การกระจายของ ∗ จะคำนวณไดว้า่

u∗ = (
r∑

j=1

a1juα(j)) ∗ (
r∑

j=1

a2juα(j)) ∗ · · · ∗
r∑

j=1

amjuα(j)

=
∑

γ∈Γm,r

(
m∏
i=1

aiγ(i))uαγ(1) ∗ uαγ(2) ∗ · · · ∗ uαγ(m)

โดยบทนยิามของ u∗
αγ := T (G,χ)(u⊗

αγ) จงึไดว้า่

u∗ =
χ(e)

|G|
∑

γ∈Γm,r

(
m∏
i=1

aiγ(i))
∑
σ∈G

χ(σ−1)uαγσ(1) ⊗ uαγσ(2) ⊗ · · · ⊗ uαγσ(m)

=
χ(e)

|G|
∑

γ∈Γm,r

∑
σ∈G

χ(σ−1)(
m∏
i=1

aiγ(σ−1(i)))uαγ(1) ⊗ uαγ(2) ⊗ · · · ⊗ uαγ(m)

=
χ(e)

|G|
∑

γ∈Γm,r

dGχ (A[(1, . . . ,m)|γ])u⊗
αγ

โดยทฤษฎบีท 42 ยนืยันวา่ สำหรับสมาชกิ u∗ := u1 ∗ · · · ∗ um และ w∗ := w1 ∗ · · · ∗ wm ใน
V m
χ (G) ทีไ่มเ่ปน็เวกเตอร์ศนูย์ ถา้ u∗ = w∗ ̸= 0 แลว้ Span({u1, . . . , um}) = Span({w1, . . . , wm})

ใน V ดังน้ัน ในกรณทีีท้ั่ง u∗ และ v∗ ไมเ่ปน็เวกเตอร์ศนูย์ ถา้มี wi /∈ U := Span({u1, . . . , um}) แลว้
u∗ ̸= w∗ เพราะฉะน้ัน การเปรยีบเทยีบการเทา่กันของสองสมาชกิ u∗, w∗ ∈ V m

χ (G) จะอยู่
ภายใตเ้ง ือ่นไขทีว่า่ w1, . . . , wm ∈ Span({u1, . . . , um}) ซึง่เมือ่เขยีน wi :=

∑r
j=1 bijuα(j) สำหรับ

แตล่ะ i = 1, . . . ,m จะไดข้อ้สรปุเชน่เดยีวกับสมบัตขิา้งตน้วา่

w∗ =
χ(e)

|G|
∑

γ∈Γm,r

dGχ (B[(1, . . . ,m)|γ])u⊗
αγ ,

เมือ่ B = (bij) ∈ Mm×r(C) นอกจากนี้ เน ือ่งจาก Bu∗ = {uα(k) | k = 1, . . . , r} เปน็ฐานอันดับของ
U := Span({u1, . . . , um}) จงึไดว้า่

B⊗
u∗ = {u⊗

αγ | γ ∈ Γm,r}
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เมือ่ A = (aij) ∈ Mm×r(C) และ A[(1, . . . ,m)|γ] ∈ Mm(C) เปน็เมทรกิซ์ทีส่รา้งจาก A โดยใชแ้ถว
ที่ 1, . . . ,m และหลักที่ γ(1), . . . , γ(m) ของเมทรกิซ์ A

การพสิจูน์ โดยการแทนคา่ ui :=
∑r

j=1 aijuα(j) สำหรับแตล่ะ i = 1, . . . ,m ใน u∗ และใชส้มบัติ
การกระจายของ ∗ จะคำนวณไดว้า่

u∗ = (
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j=1
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r∑

j=1

a2juα(j)) ∗ · · · ∗
r∑

j=1

amjuα(j)

=
∑

γ∈Γm,r

(
m∏
i=1

aiγ(i))uαγ(1) ∗ uαγ(2) ∗ · · · ∗ uαγ(m)

โดยบทนยิามของ u∗
αγ := T (G,χ)(u⊗

αγ) จงึไดว้า่

u∗ =
χ(e)

|G|
∑

γ∈Γm,r

(
m∏
i=1

aiγ(i))
∑
σ∈G

χ(σ−1)uαγσ(1) ⊗ uαγσ(2) ⊗ · · · ⊗ uαγσ(m)

=
χ(e)

|G|
∑

γ∈Γm,r

∑
σ∈G

χ(σ−1)(
m∏
i=1

aiγ(σ−1(i)))uαγ(1) ⊗ uαγ(2) ⊗ · · · ⊗ uαγ(m)

=
χ(e)

|G|
∑

γ∈Γm,r

dGχ (A[(1, . . . ,m)|γ])u⊗
αγ

โดยทฤษฎบีท 42 ยนืยันวา่ สำหรับสมาชกิ u∗ := u1 ∗ · · · ∗ um และ w∗ := w1 ∗ · · · ∗ wm ใน
V m
χ (G) ทีไ่มเ่ปน็เวกเตอร์ศนูย์ ถา้ u∗ = w∗ ̸= 0 แลว้ Span({u1, . . . , um}) = Span({w1, . . . , wm})

ใน V ดังน้ัน ในกรณทีีท้ั่ง u∗ และ v∗ ไมเ่ปน็เวกเตอร์ศนูย์ ถา้มี wi /∈ U := Span({u1, . . . , um}) แลว้
u∗ ̸= w∗ เพราะฉะน้ัน การเปรยีบเทยีบการเทา่กันของสองสมาชกิ u∗, w∗ ∈ V m

χ (G) จะอยู่
ภายใตเ้ง ือ่นไขทีว่า่ w1, . . . , wm ∈ Span({u1, . . . , um}) ซึง่เมือ่เขยีน wi :=

∑r
j=1 bijuα(j) สำหรับ

แตล่ะ i = 1, . . . ,m จะไดข้อ้สรปุเชน่เดยีวกับสมบัตขิา้งตน้วา่

w∗ =
χ(e)

|G|
∑

γ∈Γm,r

dGχ (B[(1, . . . ,m)|γ])u⊗
αγ ,

เมือ่ B = (bij) ∈ Mm×r(C) นอกจากนี้ เน ือ่งจาก Bu∗ = {uα(k) | k = 1, . . . , r} เปน็ฐานอันดับของ
U := Span({u1, . . . , um}) จงึไดว้า่

B⊗
u∗ = {u⊗

αγ | γ ∈ Γm,r}
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เมือ่ A = (aij) ∈ Mm×r(C) และ A[(1, . . . ,m)|γ] ∈ Mm(C) เปน็เมทรกิซ์ทีส่รา้งจาก A โดยใชแ้ถว
ที่ 1, . . . ,m และหลักที่ γ(1), . . . , γ(m) ของเมทรกิซ์ A

การพสิจูน์ โดยการแทนคา่ ui :=
∑r

j=1 aijuα(j) สำหรับแตล่ะ i = 1, . . . ,m ใน u∗ และใชส้มบัติ
การกระจายของ ∗ จะคำนวณไดว้า่
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=
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aiγ(i))uαγ(1) ∗ uαγ(2) ∗ · · · ∗ uαγ(m)

โดยบทนยิามของ u∗
αγ := T (G,χ)(u⊗

αγ) จงึไดว้า่

u∗ =
χ(e)

|G|
∑

γ∈Γm,r

(
m∏
i=1

aiγ(i))
∑
σ∈G

χ(σ−1)uαγσ(1) ⊗ uαγσ(2) ⊗ · · · ⊗ uαγσ(m)

=
χ(e)

|G|
∑

γ∈Γm,r

∑
σ∈G

χ(σ−1)(
m∏
i=1

aiγ(σ−1(i)))uαγ(1) ⊗ uαγ(2) ⊗ · · · ⊗ uαγ(m)

=
χ(e)

|G|
∑

γ∈Γm,r

dGχ (A[(1, . . . ,m)|γ])u⊗
αγ

โดยทฤษฎบีท 42 ยนืยันวา่ สำหรับสมาชกิ u∗ := u1 ∗ · · · ∗ um และ w∗ := w1 ∗ · · · ∗ wm ใน
V m
χ (G) ทีไ่มเ่ปน็เวกเตอร์ศนูย์ ถา้ u∗ = w∗ ̸= 0 แลว้ Span({u1, . . . , um}) = Span({w1, . . . , wm})

ใน V ดังน้ัน ในกรณทีีท้ั่ง u∗ และ v∗ ไมเ่ปน็เวกเตอร์ศนูย์ ถา้มี wi /∈ U := Span({u1, . . . , um}) แลว้
u∗ ̸= w∗ เพราะฉะน้ัน การเปรยีบเทยีบการเทา่กันของสองสมาชกิ u∗, w∗ ∈ V m

χ (G) จะอยู่
ภายใตเ้ง ือ่นไขทีว่า่ w1, . . . , wm ∈ Span({u1, . . . , um}) ซึง่เมือ่เขยีน wi :=

∑r
j=1 bijuα(j) สำหรับ

แตล่ะ i = 1, . . . ,m จะไดข้อ้สรปุเชน่เดยีวกับสมบัตขิา้งตน้วา่

w∗ =
χ(e)

|G|
∑

γ∈Γm,r

dGχ (B[(1, . . . ,m)|γ])u⊗
αγ ,

เมือ่ B = (bij) ∈ Mm×r(C) นอกจากนี้ เน ือ่งจาก Bu∗ = {uα(k) | k = 1, . . . , r} เปน็ฐานอันดับของ
U := Span({u1, . . . , um}) จงึไดว้า่

B⊗
u∗ = {u⊗

αγ | γ ∈ Γm,r}
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เมือ่ A = (aij) ∈ Mm×r(C) และ A[(1, . . . ,m)|γ] ∈ Mm(C) เปน็เมทรกิซ์ทีส่รา้งจาก A โดยใชแ้ถว
ที่ 1, . . . ,m และหลักที่ γ(1), . . . , γ(m) ของเมทรกิซ์ A

การพสิจูน์ โดยการแทนคา่ ui :=
∑r

j=1 aijuα(j) สำหรับแตล่ะ i = 1, . . . ,m ใน u∗ และใชส้มบัติ
การกระจายของ ∗ จะคำนวณไดว้า่
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a2juα(j)) ∗ · · · ∗
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j=1
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=
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aiγ(i))uαγ(1) ∗ uαγ(2) ∗ · · · ∗ uαγ(m)

โดยบทนยิามของ u∗
αγ := T (G,χ)(u⊗

αγ) จงึไดว้า่

u∗ =
χ(e)

|G|
∑

γ∈Γm,r

(
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i=1

aiγ(i))
∑
σ∈G

χ(σ−1)uαγσ(1) ⊗ uαγσ(2) ⊗ · · · ⊗ uαγσ(m)

=
χ(e)

|G|
∑

γ∈Γm,r

∑
σ∈G

χ(σ−1)(
m∏
i=1

aiγ(σ−1(i)))uαγ(1) ⊗ uαγ(2) ⊗ · · · ⊗ uαγ(m)

=
χ(e)

|G|
∑

γ∈Γm,r

dGχ (A[(1, . . . ,m)|γ])u⊗
αγ

โดยทฤษฎบีท 42 ยนืยันวา่ สำหรับสมาชกิ u∗ := u1 ∗ · · · ∗ um และ w∗ := w1 ∗ · · · ∗ wm ใน
V m
χ (G) ทีไ่มเ่ปน็เวกเตอร์ศนูย์ ถา้ u∗ = w∗ ̸= 0 แลว้ Span({u1, . . . , um}) = Span({w1, . . . , wm})

ใน V ดังน้ัน ในกรณทีีท้ั่ง u∗ และ v∗ ไมเ่ปน็เวกเตอร์ศนูย์ ถา้มี wi /∈ U := Span({u1, . . . , um}) แลว้
u∗ ̸= w∗ เพราะฉะน้ัน การเปรยีบเทยีบการเทา่กันของสองสมาชกิ u∗, w∗ ∈ V m

χ (G) จะอยู่
ภายใตเ้ง ือ่นไขทีว่า่ w1, . . . , wm ∈ Span({u1, . . . , um}) ซึง่เมือ่เขยีน wi :=

∑r
j=1 bijuα(j) สำหรับ

แตล่ะ i = 1, . . . ,m จะไดข้อ้สรปุเชน่เดยีวกับสมบัตขิา้งตน้วา่

w∗ =
χ(e)

|G|
∑

γ∈Γm,r

dGχ (B[(1, . . . ,m)|γ])u⊗
αγ ,

เมือ่ B = (bij) ∈ Mm×r(C) นอกจากนี้ เน ือ่งจาก Bu∗ = {uα(k) | k = 1, . . . , r} เปน็ฐานอันดับของ
U := Span({u1, . . . , um}) จงึไดว้า่

B⊗
u∗ = {u⊗

αγ | γ ∈ Γm,r}

ตัว
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บทที่ 7

หัวขอ้งานวจัิยทีเ่ก ีย่วขอ้ง

ในบทนี้ จะเปน็การศกึษาหัวขอ้งานวจัิยทีเ่ก ีย่วขอ้งกับฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป โดยเฉพาะอยา่งยิง่
เปน็การศกึษาขอ้ความคาดการณ์การครอบงำของฟงัก์ชันเพอร์มาเนนต์ซึง่เปน็ขอ้คาดการณ์ทีม่ ีมานาน
กวา่หา้ทศวรรษและยังคงเปน็ปญัหาเปดิอยูจ่นถงึปจัจบัุน อกีท้ังศกึษาปญัหาตัวคงสภาพเชงิเสน้ของฟงัก์ชัน
เมทรกิซ์วางนัยทัว่ไปในหลากหลายมมุมอง โดยเปน็การนำเสนอ ปญัหา คำถาม และตัวอยา่งงานวจัิยที ่
เก ีย่วขอ้งกับแตล่ะหัวขอ้

7.1 ขอ้ความคาดการณ์การครอบงำของฟงัก์ชันเพอร์มาเนนต์

ในปคีรสิต์ศักราช 1893 ชาก ซาโลมง อาดามาร์ (Jacques Salomon Hadamard) ไดต้พีมิพ์อสมการอันมชี ือ่
เสยีงทีเ่ก ีย่วกับฟงัก์ชันดเีทอร์มแินนต์ของเมทรกิซ์กึง่บวกแนน่อนทีเ่รยีกวา่ อสมการอาดามาร์ (Hadamard
inequality) ไวใ้น [12] กลา่วคอื

h(A) :=
n∏

i=1

Aii ≥ det(A)

สำหรับเมทรกิซ์กึง่บวกแนน่อน A ∈ Mn(C) ใด ๆ และในกรณทีี ่A เปน็เมทรกิซ์บลอ็ก

A =


 X Y

Z W


 (7.1.1)

ซึง่เปน็เมทรกิซ์กึง่บวกแนน่อนโดยที่X,W เปน็เมทรกิซ์จัตรัุส จะไดโ้ดยสมบัตขิองเมทรกิซ์กึง่บวกแนน่อน
วา่ ท้ัง X,W จะเปน็เมทรกิซ์กึง่บวกแนน่อนดว้ย และโดยอสมการอาดามาร์จงึไดว้า่ h(X) ≥ det(X)
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และ h(W ) ≥ det(W ) และดังน้ัน

h(A) = h(X)h(W ) ≥ det(X) det(W )

สำหรับเมทรกิซ์กึง่บวกแนน่อน A ∈ Mn(C) ใด ๆ และในปคีรสิต์ศักราช 1907 แอนสท์ ซกีสิมนุด์ ฟสิเชอร์
(Ernst Sigismund Fischer) ไดข้ยายขอ้สรปุของอสมการอาดามาร์ไวเ้ปน็อสมการของฟสิเชอร์ (Fischer’s
Inequality) (ดังทฤษฎบีท 61)

det(X) det(W ) ≥ det(A)

ไวใ้น [8] ตอ่มาในปคีรสิต์ศักราช 1918 อสิไซ ชร์ู ไดข้ยายอสมการของท้ังอาดามาร์ และ ฟสิเชอร์ส ูข่อ้สรปุ
สำหรับฟงัก์ชันเมทรกิซ์วางนัยทัว่ไป dGχ เมือ่ G ≤ Sn และ χ เปน็คาแรกเตอร์ทีล่ดทอนไมไ่ดข้องกรปุ G

ไวเ้ปน็อสมการของชร์ู (Schur’s Inequality) (ดังทฤษฎบีท 60)

1

χ(e)
dGχ (A) ≥ det(A)

สำหรับเมทรกิซ์กึง่บวกแนน่อน A ∈ Mn(C) ใด ๆ ไวใ้น [43]
ในลักษณะเดยีวกับอสมการของอาดามาร์ ในปคีรสิต์ศักราช 1963 มาร์วนิ มาร์คัส (Marvin Marcus)

ไดต้พีมิพ์อสมการของมาร์คัส (Marcus’s Inequality)

per(A) ≥ h(A)

สำหรับทกุ ๆ เมทรกิซ์กึง่บวกแนน่อน A ∈ Mn(C) ไวใ้น [20] และในปคีรสิต์ศักราช 1965 มาร์คัส และ
มนิซ์ (Henryk Minc) ไดต้ั้งคำถามเกีย่วกับฟงัก์ชันเพอร์มาเนนต์ของเมทรกิซ์กึง่บวกแนน่อนไวใ้น [24] ความ
วา่

คำถาม 101. ให้ G เป็นกรปุย่อยของกรปุสมมาตร Sn และ χ เป็นคาแรกเตอร์เชิงเส้นของกรปุ G ภายใต้
เง่ือนไขใดของ χ และ G ท่ีทำให้อสมการ

∑
σ∈G

χ(σ)
n∏

i=1

aiσ(i) ≤ per(A)

เป็นจริงสำหรับทกุ ๆ เมทริกซ์ก่ึงบวกแน่นอน A ∈ Mn(C) ?

ปถัีดมา เอลเลยีตต์ เฮอร์เชล เลยีบ (Elliott Hershel Lieb) ไดพ้สิจูน์อสมการของเลยีบ (Lieb’s In-

ตัว
อย่
าง
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equality) ซึง่คลา้ยกับอสมการของฟสิเชอร์ไวใ้น [19] กลา่วคอื

per(A) ≥ per(X) per(W )

สำหรับทกุ ๆ เมทรกิซ์กึง่บวกแนน่อน A ∈ Mn(C) ทีม่เีมทรกิซ์บลอ็กในรปู (7.1.1) พรอ้มท้ังไดต้ั้งขอ้ความ
คาดการณ์สำหรับคำถาม 101 ไวดั้งนี้

ขอ้ความคาดการณ์ 102. (ข้อความคาดการณ์ของเลียบ (Lieb permanent dominance conjec-
ture): 1966) ให้ G เป็นกรปุย่อยของกรปุสมมาตร Sn และ χ เป็นคาแรกเตอร์ของกรปุ G ท่ีมีดีกรี m จะ
ได้ว่า

1

m

∑
σ∈G

χ(σ)
n∏

i=1

aiσ(i) ≤ per(A)

สำหรับทกุ ๆ เมทริกซ์ก่ึงบวกแน่นอน A ∈ Mn(C)

ในมมุมองของการเปรยีบเทยีบระหวา่งอสมการของมาร์คัสและอสมการของเลยีบ กับ อสมการของชร์ู
ขอ้คาดเดาของเลยีบเปน็ทีร่ ูจั้กกันในชือ่

ขอ้ความคาดการณ์ 103. (ข้อความคาดการณ์การครอบงำของฟังก์ชันเพอร์มาเนนต์ (Permanent
dominance conjecture): 1966) ให้ G เป็นกรปุย่อยของกรปุสมมาตร Sn และ χ เป็นคาแรกเตอร์ท่ี
ลดทอนไม่ได้ของ กรปุ G จะได้ว่า

per(A) ≥ 1

χ(e)
dGχ (A)

สำหรับทกุ ๆ เมทริกซ์ก่ึงบวกแน่นอน A ∈ Mn(C)

ในกรณทีี ่ G = Sm และ χ = χπ เปน็คาแรกเตอร์ของ Sm ทีสั่มพัทธ์กับผลแบง่ก้ัน π ⊢ m เมือ่
π = [2r, 1s] โกรเน ่ เมอร์รสิ และ วัตคนิส์ (Grone, Merris, Watkins: 1986, [11]) ไดแ้สดงวา่

h(A) ≥ 1

χ(e)
dSm
χπ

(A)

สำหรับทกุ ๆ เมทรกิซ์กึง่บวกแนน่อน A ∈ Mm(C) ซึง่เมือ่ใชอ้สมการของมาร์คัส จะไดว้า่ขอ้ความ
คาดการณ์ 103 เปน็จรงิสำหรับกรปุ Sm และคาแรกเตอร์ χπ เมือ่ π = [2r, 1s] ⊢ m

สำหรับแตล่ะ r ∈ N กำหนดให้ d̄r(A) := dSm
χπ

(A) เมือ่ π = [r, 1m−r] ⊢ m ปเีตอร์ เฮย์ฟรอน
(Peter Heyfron: 1988, [13]) ไดแ้สดงวา่

det(A) ≤ d̄1(A) ≤ d̄2(A) ≤ · · · ≤ d̄m(A) = per(A)
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Quantum Field Theory

	 ส ถิิ ติิ เ ป็็น เค ร่ื่� องมืือสำำ� คััญสำำ�ห รัับการ วิิ จััย  

ในการพิิจารณาเลืือกเคร่ื่�องมืือทางสถิิติิสำำ�หรัับการวิิเคราะห์์

ข้้อมููล เพ่ื่�อตอบวััตถุประสงค์์งานวิิจััยนั้้�น ผู้้�วิิจััยต้้องมีีความ

รอบรู้้�เกี่่�ยวกับหลัักการเลืือกใช้้สถิิติิ ข้้อตกลงเบื้้�องต้้น 

ของสถิิติิตลอดจนประเภทของมาตรวัดตััวแปรที่่�ศึึกษา  

จะเห็็นว่่าข้้อมููลเปรียบเสมืือนวััตถุดิิบในการผลิตงานวิิจััย 

หากผู้้�วิิจััยเข้้าใจลักษณะวััตถุดิิบก็็จะสามารถเลืือกใช้้สถิิติิได้้

อย่่างเหมาะสม ส่ งผลให้้ผลผลิตหรืือผลงานวิิจััยนั้้�นมีี 

ความถููกต้้องและมีีความน่่าเช่ื่�อถืือ กระบวนการแปลง

วััตถุดิิบที่่�สำำ�คััญคืือความรอบรู้้�เกี่่�ยวกับเทคนิคิวิิธีีการจััดการ

ข้้อมููล และวิิธีีการวิิเคราะห์์ข้้อมููลด้วยโปรแกรมสำำ�เร็็จรูป 

	 หนัังสืือนี้้�นำำ�เสนอสถิิติิประยุุกต์์พร้อมทั้้�งภาพ

ประกอบคำำ�อธิิบายในทุุกขั้้�นตอนของการวิิเคราะห์์ข้้อมููล

ด้้วยโปรแกรมสำำ�เร็็จรูปทางสถิิติิ พร้อมวิิธีีการอ่านการแปล

ความหมาย ผลการวิิเคราะห์์ และวิิธีีการนำำ�เสนอตารางผล 

การวิิเคราะห์์ข้้อมููลไว้้อย่่างครบถ้้วน

800
บาท

280
บาท

ผู้แต่ง: รศ. ดร.ปัทมา สุพรรณกุล

ผู้แต่ง: ผศ. ดร.พิเชฐ วณิชชาพงศ์เจริญ

สถิติประยุกต์สำ�หรับ 

งานวิจัยด้านสาธารณสุข 

ทฤษฎีสนามควอนตัม

380
บาท

ผู้แต่ง: ผศ. ดร.ชัยรัตน์ มดนาค

คณิตศาสตร์ประกันชีวิต

เบื้องต้น

      คณิิตศาสตร์และสถิิติิเป็็นหััวใจหลัักของอุุตสาหกรรม

ประกัันภััย การทำำ�ประกัันเป็็นข้้อตกลงระหว่่าง “ผู้้�เอา

ประกััน” กับ “ผู้้�ให้้ประกััน” โดยมีี “กรมธรรม์” เป็็นพัันธ

สััญญาที่่�ระบุุว่่าผู้้�เอาประกันัต้้องจ่่ายเบี้้�ยประกัันเท่่าใด และ

จะได้้รัับผลประโยชน์ใดบ้้าง ซ่ึ่�งรายละเอีียดต่่าง ๆ  ที่่�ระบุุจะ

ไม่่สามารถแก้้ไขได้้หลัังจากเซ็็นสััญญาร่วมกันแล้้ว สิ่่�งสำำ�คััญ

ที่่�สุุดในกรมธรรม์ คืื อ เบี้้�ยประกัันเรีียกเก็็บและเงิินผล

ประโยชน์ ซ่ึ่�งจะต้้องมีีการคำำ�นวณ อย่่างรอบคอบโดยใช้้หลััก

สถิิติิและคณิิตศาสตร์ที่่�สำำ�คััญหนัังสืือเล่่มนี้้� รว บรวมหลััก

คณิิตศาสตร์และสถิิติิพื้้�นฐานที่่�เกี่่�ยวข้้องเพ่ื่�อเป็็นประโยชน์

ต่่อการต่อยอด องค์์ความรู้้�ให้้กัับผู้้�อ่าน โดยหลัักประกัันภััย

ในการประกัันชีีวิิตเพีียงอย่่างเดีียว

	 ทฤษฎีีสนามควอนตัมั คืือ กรอบของทฤษฎีีที่่�อธิิบายสนามที่่�มีีสมบัติิทาง

ควอนตััม โดยที่่�สนามคืือฟัังก์์ชัันของตำำ�แหน่่งในกาลอวกาศ หนัังสืือเล่่มนี้้�เขีียนขึ้้�น

เพ่ื่�ออธิิบายหลัักการ  แนวคิด และการคำำ�นวณในทฤษฎีีสนามควอนตััม  โดยเน้้น

อภิิปรายประเด็็นของการนำำ�ทฤษฎีีสนามควอนตััมไปอธิิบายหััวข้้อที่่�เกี่่�ยวข้้องกัับ

ฟิิสิิกส์์อนุุภาค โดยมีีประเด็็นหลััก ได้้แก่่ ความรู้้�เบื้้�องต้้นที่่�เป็็นพื้้�นฐานสำำ�หรัับการ

ศึึกษาทฤษฎีีสนามควอนตััม การวิิเคราะห์์สนามอิสระ การวิิเคราะห์์ทฤษฎีีสนาม 

สเกลาร์ที่่�มีีอัันตรกิริิยาในตััว  การวิิเคราะห์์พลศาสตร์ไฟฟ้าเชิิงควอนตััมรวมทั้้�ง

ตััวอย่่างทิิศทางการพััฒนาของเนื้้�อหาที่่�นอกเหนืือจากที่่�อภิิปรายในส่่วนหลััก 

หนัังสืือเล่่มนี้้�เหมาะสำำ�หรัับผู้้�สอนระดัับบััณฑิิตศึึกษา  หรืือการศึึกษาค้้นคว้้าด้วย

ตนเอง เน่ื่�องจากอธิิบายแนวคิด การวิิเคราะห์์ และวิิธีีการคำำ�นวณโดยละเอีียด  

รวมทั้้�ง มี การวิิจารณ์ประเด็็นที่่�สำำ�คััญและสรุุปท้ายบท เพ่ื่�อให้้ผู้้�อ่านตรวจสอบ 

ความเข้้าใจ และทราบความเช่ื่�อมโยงเบื้้�องต้้นกัับเนื้้�อหาอื่�น นอกจากนี้้� หนัังสืือเล่่มนี้้� 

ยัังมีีโจทย์์ปััญหาและเฉลย เพ่ื่�อให้้ผู้้�อ่านได้้เสริิมความเข้้าใจในเนื้้�อหา

หนังสือแนะนำ�

ตัว
อย่
าง



สำนักพิมพ์
มหาวิทยาลัยนเรศวร

สั่งซื้อหนังสือออนไลน์
จัดส่งถึงบ้านสะดวกรวดเร็ว

nu_publishing

 กรณีต้องการสั่งซื้อหนังสือปริมาณมาก หรือเข้าชั้นเรียนติดต่อได้ที่
ฝ่ายจัดจำหน่ายสำนักพิมพ์มหาวิทยาลัยนเรศวร 

สั่งซื้อทันที

ตัว
อย่
าง




