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ผู้เรียบเรียง 
สุนทรีย์ ปาลวัฒน์ชัย

ช้ันมัธยมศึกษาปีท่ี 5
ตามผลการเรียนรู้ กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. 2560) 

ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช 2551

5ม.
คณิตศาสตร์

เล่ม 1

ราคา XXX บาท

คณิตศาสตร์
ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4

หน
ังสือเรียน

รายวิชาเพ
ิ่มเติม คณ

ิตศาสตร์ ชั้น
มัธยมศึกษาปีที่ 5 เล่ม 1

ราคา 75 บาท

หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติม 
คณิตศาสตร์์ 

ช้ันมัธยมศึกษาปีท่ี 5 เล่ม 1

หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเติม
ใบประกันคุณภาพสื่อการเรียนรู้รายวิชาเพิ่มเติม

	 หนงัสอืเรยีนรายวชิาเพิม่เตมิ	 คณติศาสตร์	 ชัน้มธัยมศกึษาปีที	่ 5	 เล่ม	 1	ตามผลการเรยีนรู	้ กลุม่สาระการเรยีนรู ้

คณิตศาสตร์	 (ฉบับปรับปรุง	 พ.ศ.	 2560)	 ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน	 พุทธศักราช	 2551	 เล่มนี ้

บริษัท	 แม็คเอ็ดดูเคชั่น	 จ�ากัด	 เป็นผู ้จัดพิมพ์เผยแพร่	 และจ�าหน่าย	 โดยได้จัดท�าค�าอธิบายรายวิชาเพิ่มเติมที่มี 

ทั้งผลการเรียนรู้	 สาระการเรียนรู้เพิ่มเติมและองค์ประกอบส�าคัญอื่นที่บริษัทฯ	 จัดท�าขึ้น	 เพื่อให้สถานศึกษาได้เทียบเคียง 

กับหลักสูตรของสถานศึกษา	และพิจารณาเลือกใช้หนังสือนี้ประกอบการจัดการเรียนรู้	ให้สอดคล้องกับหลักสูตรสถานศึกษา

ของตนได้ตามความเหมาะสม

	 ผู้เรียบเรียง	 ดร.สุนทรีย์	ปาลวัฒน์ชัย

	 ผู้ตรวจ	 	 1.	รศ.นงนุช	สุขวารี

	 	 	 2.	ผศ.	ดร.สุชัย	ตนัยอัชฌาวุฒ

	 	 	 3.	นางยุพดี	มงคลจินดาวงศ์

	 บรรณาธิการ	 นายทรงวิทย์	สุวรรณธาดา

	 บริษัท	แมค็เอด็ดเูคชัน่	จ�ากัด	ขอรบัรองว่า	ผูเ้รยีบเรยีง	ผูต้รวจ	และบรรณาธกิาร	ดงักล่าว	เป็นผูท้ีม่คีวามรูค้วามสามารถ

ในการจัดท�าหนังสือนี้ให้มีความถูกต้องและมีคุณภาพในการจัดการเรียนรู้ตามวัตถุประสงค์ของรายวิชาเพิ่มเติมที่ก�าหนด 

	 หากผูใ้ช้หนงัสอืหรอืส�านกังานคณะกรรมการการศกึษาขัน้พืน้ฐานพบว่า	หนงัสอืเล่มนีม้ข้ีอบกพร่อง	เนือ้หาไม่ถกูต้อง 

เกิดผลเสียหายต่อการเรียนรู้	ส่งผลกระทบทั้งด้านคุณธรรม	จริยธรรม	และความมั่นคงของชาติ	เมื่อบริษัทฯ	ได้ทราบแล้ว	

บริษัทฯ	 ยินดีงดการจ�าหน่ายทันที	 และเรียกเก็บหนังสือที่จ�าหน่ายทั้งหมดเพื่อแก้ไขให้ถูกต้อง	 ตลอดจนชดใช้ค่าเสียหาย 

ทีเ่กดิขึน้จรงิให้กบัผูท้ีไ่ด้รบัความเสยีหายนัน้	ทัง้นีใ้ห้เป็นไปตามพระราชบญัญตัคิุม้ครองผูบ้รโิภค	พ.ศ.	2522	พระราชบญัญตัิ

คุ้มครองผู้บริโภค	 (ฉบับที่	 2)	 พ.ศ.	 2541	 และพระราชบัญญัติคุ้มครองผู้บริโภค	 (ฉบับที่	 3)	 พ.ศ.	 2556	 รวมทั้งยินยอม 

ให้ส�านักงานคณะกรรมการการศึกษาขั้นพื้นฐานถอดถอนรายชื่อหนังสือนี้ออกจากบัญชีก�าหนดสื่อการเรียนรู ้ส�าหรับ 

เลือกใช้ในสถานศึกษาไปก่อนจนกว่าจะได้รับแจ้งว่ามีการแก้ไขแล้ว	พร้อมทั้งการแจ้งประชาสัมพันธ์ให้สถานศึกษาทราบ

       

	 	 	 	 	 	 	 	(ลงชื่อ)...............................................ผู้รับรอง

	 	 	 	 	 	 	 	 	(นายคมพิชญ์	พนาสุภน)

	 	 	 	 	 	 	 	 				กรรมการผู้จัดการ

	 	 	 	 	 	 	 							บริษัท	แม็คเอ็ดดูเคชั่น	จ�ากัด
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ค�าอธิบายรายวิชาเพิ่มเติม

คณิตศาสตร์                                                          กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร ์

ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 5 เล่ม 1                                                เวลา 100 ชั่วโมง จ�านวน 2.5 หน่วยกิต

				 	ศึกษาฟังก์ชันตรีโกณมิติ	 ฟังก์ชันตรีโกณมิติผกผัน	 เอกลักษณ์และสมการตรีโกณมิติ	 กฎของโคไซน์และกฎของไซน	์ 

จ�านวนเชิงซ้อนและสมบัติของจ�านวนเชิงซ้อน	จ�านวนเชิงซ้อนในรูปเชิงขั้ว	รากที่	n	ของจ�านวนเชิงซ้อน	เมื่อ	n	เป็นจ�านวนนับ 

ทีม่ากกว่า	1	สมการพหนุามตวัแปรเดยีว	เมทรกิซ์และเมทรกิซ์สลบัเปลีย่น	การบวกเมทริกซ์	การคณูเมทริกซ์กับจ�านวนจริง	การคณู 

ระหว่างเมทริกซ์	ดีเทอร์มิแนนต์	เมทริกซ์ผกผัน	การแก้ระบบสมการเชิงเส้นโดยใช้เมทริกซ์	

	 โดยจดัการเรียนการสอนให้นักเรียนสามารถแก้ปัญหา	ให้เหตผุล	สือ่สาร	สือ่ความหมายทางคณติศาสตร์	เชือ่มโยงความรูต่้างๆ	

ทางคณติศาสตร์กบัศาสตร์อืน่ๆ	มคีวามคดิสร้างสรรค์	น�าความรูท้ีไ่ด้ไปประยกุต์ใช้ในชวีติประจ�าวัน	ควบคูไ่ปกบัคณุธรรมและจรยิธรรม	

และมีคุณลักษณะอันพึงประสงค์	ได้แก่	การท�างานอย่างมีระบบ	มีระเบียบ	มีความรอบคอบ	มีความรับผิดชอบ	พร้อมทั้งตระหนัก 

ในคุณค่าและมีเจตคติที่ดีต่อวิชาคณิตศาสตร์	

ผลการเรียนรู้

	 1.	 เข้าใจฟังก์ชันตรีโกณมิติและลักษณะกราฟของฟังก์ชันตรีโกณมิติ	และน�าไปใช้ในการแก้ปัญหา

	 2.	 แก้สมการตรีโกณมิติ	และน�าไปใช้ในการแก้ปัญหา

	 3.	 ใช้กฎของโคไซน์และกฎของไซน์ในการแก้ปัญหา

	 4.	 เข้าใจจ�านวนเชิงซ้อนและใช้สมบัติของจ�านวนเชิงซ้อนในการแก้ปัญหา

	 5.	 หารากที	่n	ของจ�านวนเชงิซ้อน	เมือ่	n	เป็นจ�านวนนบัทีม่ากกว่า	1

	 6.	 แก้สมการพหุนามตัวแปรเดียวดีกรีไม่เกินสี่ที่มีสัมประสิทธิ์เป็นจ�านวนเต็ม	และน�าไปใช้ในการแก้ปัญหา

	 7.	 เข้าใจความหมาย	หาผลลพัธ์ของการบวกเมทรกิซ์	การคณูเมทริกซ์กับจ�านวนจริง	การคณูระหว่างเมทริกซ์และหาเมทรกิซ์ 

	 	 สลับเปลี่ยน	หาดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์	n×n	เมื่อ	n	เป็นจ�านวนนับที่ไม่เกินสาม

	 8.	 หาเมทริกซ์ผกผันของเมทริกซ์	2×2

	 9.	 แก้ระบบสมการเชิงเส้นโดยใช้เมทริกซ์ผกผันและการด�าเนินการตามแถว

รวมทั้งหมด 9 ผลการเรียนรู้ ตัว
อย
่าง



หนังสือเรียน รายวิชาเพิ่มเติม

ตามผลการเรียนรู้
กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. 2560)
ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช 2551

คณิตศาสตร์

ชั้นมัธยมศึกษาปีที ่5 เล่ม 1

ผู้เรียบเรียง	 ดร.สุนทรีย์ ปาลวัฒน์ชัย
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  ยุพดี มงคลจินดาวงศ์

บรรณาธิการ ทรงวิทย์ สุวรรณธาดา
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 หนังสือเรียน รายวิชาเพ่ิมเติม คณิตศาสตร์ ช้ันมัธยมศึกษาปีท่ี 5 
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 232 หน้า.
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 ตามที่กระทรวงศึกษาธิการโดยสำานักงานคณะกรรมการการศึกษาขั้นพื้นฐานได้ดำาเนินการ

ทบทวนหลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช 2551 โดยในระยะแรกให้ปรับปรุง

มาตรฐานการเรียนรู้และตัวชี้วัด กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ วิทยาศาสตร์ และสาระภูมิศาสตร์ 

ในกลุ่มสาระการเรียนรู้สังคมศึกษา ศาสนา และวัฒนธรรม สำาหรับใช้ในปีการศึกษา 2561 ในชั้น 

ประถมศกึษาปทีี ่1 และ 4   และชัน้มธัยมศกึษาปทีี ่1 และ 4   ปกีารศกึษา 2562  ใหใ้ชใ้นชัน้ประถมศกึษา

ปีที่ 1, 2, 4 และ 5 และชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 1, 2, 4 และ 5 และตั้งแต่ปีการศึกษา 2563  เป็นต้นไปให้ใช้ 

ในทกุชัน้เรยีน ซึง่การปรบัหลกัสตูรครัง้นีม้เีปา้หมายสำาคญัเพือ่ใหโ้รงเรยีนสามารถจดักระบวนการเรยีนรู ้

ที่จะช่วยให้ผู้เรียนมีความคิดริเริ่มสร้างสรรค์  สามารถวิเคราะห์ปัญหาหรือสถานการณ์ได้อย่างรอบคอบ  

สามารถใช้เทคโนโลยีที่เหมาะสมในการบูรณาการกับความรู้ทางด้านวิทยาศาสตร์และคณิตศาสตร์  

เพื่อแก้ปัญหาหรือพัฒนาด้านกระบวนการออกแบบเชิงวิศวกรรมที่นำาไปสู่การคิดค้นสิ่งประดิษฐ์หรือ

สร้างสรรค์นวัตกรรม นอกจากนี้ยังให้เกิดการรู้เรื่องภูมิศาสตร์ (Geo-literacy) ทั้งด้านความสามารถ

ทางภมูศิาสตร ์กระบวนการทางภมูศิาสตร ์และทกัษะทางภมูศิาสตร ์เพือ่ใหม้คีวามรูค้วามเขา้ใจไดอ้ยา่ง 

ถูกต้องและนำาความรู้ไปประยุกต์ใช้ในการดำาเนินชีวิต

 ด้วยตระหนักถึงความสำาคัญของการปรับเปลี่ยนข้างต้น บริษัท แม็คเอ็ดดูเคชั่น จำากัด จึงได้   

มอบหมายให้ผู้เชี่ยวชาญด้านหลักสูตร ด้านการพัฒนาสื่อการเรียนรู้ และด้านการวัดและประเมินผล     

ได้ปรับปรุงพัฒนาหนังสือเรียนให้สอดคล้องกับมาตรฐานการเรียนรู้ ตัวชี้วัดของหลักสูตรในกลุ่มสาระ

การเรยีนรูท้ีม่กีารเปลีย่นแปลง และใหส้อดคลอ้งกบัการพฒันาทรพัยากรมนษุยท์ีก่ำาหนดไวใ้นแผนพฒันา

เศรษฐกิจและสังคมแห่งชาติ ฉบับที่ 12 แผนการศึกษาแห่งชาติ พ.ศ. 2560-2579  และยุทธศาสตร์ชาติ 

20 ปี  

 โดยหนังสือเรียนแต่ละหน่วยการเรียนรู้จะให้ผู้ใช้หนังสือเรียนได้ทราบเป้าหมายการเรียนรู้ 

ในตอนต้นหน่วยการเรียนรู้ จากสาระการเรียนรู้และตัวชี้วัดชั้นปี และทุกหัวข้อหลักจะนำาเสนอแนวคิด

สำาคัญเพื่อให้ทราบถึงสิ่งที่เป็นความรู้ ความคิดที่เป็นแก่นสำาคัญที่ต้องเรียนรู้ให้ลึกซึ้ง และการเรียนรู้ที่ดี 

ผูเ้รยีนควรไดต้รวจสอบความรูค้วามเขา้ใจเปน็ระยะๆ กอ่นเรยีนเรือ่งใหม ่ดงันัน้ ในหนงัสอืเรยีนจะมกีาร

สอดแทรกกิจกรรมตรวจสอบการเรียนรู้ที่สัมพันธ์กับเรื่องที่ได้เรียนผ่านมา เพื่อให้ผู้เรียนได้ตรวจสอบ
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ตนเอง หรือบางหัวข้ออาจเป็นการฝึกทักษะให้ชำานาญก่อน สิ่งที่เพิ่มเติมในหนังสือเรียนเล่มนี้  

คือ กิจกรรมบูรณาการวิทยาศาสตร์ เทคโนโลยี วิศวกรรมศาสตร์ และคณิตศาสตร์ (STEM) ตามเป้าหมาย

สำาคัญของการปรับหลักสูตรครั้งนี้ ซึ่งผู้เรียนและผู้สอนสามารถนำาไปประยุกต์หรือดัดแปลงให้เหมาะสม

กับบริบทของโรงเรียนและผู้เรียน การศึกษาค้นคว้าเพ่ิมเติมโดยใช้เทคโนโลยีการส่ือสารและสารสนเทศ (ICT)  

เป็นสิ่งจำาเป็นที่ต้องค้นคว้าเพิ่มเติม ดังนั้นในหนังสือเรียนเล่มนี้จึงได้มีการเสริมเนื้อหาเพิ่มเติมที่ได้ 

ผ่านการคัดกรองมาแล้วว่าเหมาะสมกับการเรียนรู้ แทรกไว้ในเน้ือหาบางหน่วย โดยใช้สัญลักษณ์     

ผู้เรียนสามารถใช้สมาร์ตโฟนสแกน QR Code หรือเปิดเว็บไซต์ MACeducation.com เพื่อเข้าเมนู 

การศึกษาขั้นพื้นฐาน  MAC iLink และเลือกเปิดดูส่วนเสริมของบทเรียนในหนังสือแต่ละเล่มได้ 

ท้ายหน่วยการเรียนรู้ทุกหน่วยจะมีการสรุปบทเรียนสำาหรับให้ผู้เรียนได้ใช้เป็นข้อมูลสำาคัญในการตรวจสอบ

องคค์วามรูท้ีค่วรไดร้บัการพฒันาหลงัจากเสรจ็สิน้การเรยีน หรอืเปน็สาระสำาคญัทีค่วรจดจำาและทำาความ

เข้าใจให้ถ่องแท้ ซึ่งนับว่าเป็นส่วนสำาคัญอีกส่วนหนึ่งในการปรับปรุงหนังสือเรียนครั้งนี้ที่ได้พัฒนาให้

ชัดเจนยิ่งขึ้น

 บริษัท แม็คเอ็ดดูเคชั่น จำากัด หวังเป็นอย่างยิ่งว่า หนังสือเรียนเล่มนี้จะมีคุณค่า มีประโยชน์   

และชว่ยสง่เสรมิการปฏริปูการศกึษา เพือ่เปน็รากฐานสำาคญัทีจ่ะชว่ยทำาใหป้ระเทศไทยกา้วสูป่ระเทศทีม่ี

การพัฒนาอย่างยั่งยืน ด้วยการมีพลเมืองที่มีคุณภาพ มีความคิดสร้างสรรค์ ตามเจตนารมณ์ของ            

การปรับปรุงหลักสูตรครั้งนี้และนโยบายประเทศไทย 4.0

 บริษัท แม็คเอ็ดดูเคชั่น จำ�กัด

ตัว
อย
่าง



คlา;lา

 หนังสือเรียน รายวิชาเพ่ิมเติม คณิตศาสตร์ ช้ันมัธยมศึกษาปีท่ี 5 เล่ม 1 ได้เรียบเรียงขึ้นใหม่ 

ตามผลการเรียนรู้ กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. 2560) ตามหลักสูตรแกนกลาง 

การศกึษาขัน้พืน้ฐาน พทุธศกัราช 2551 กิจกรรมการเรียนการสอนในหนังสือเล่มน้ีได้บูรณาการสาระต่างๆ 

เข้าด้วยกันไว้ในหน่วยการเรียนรู้ซึ่งสอดคล้องกับผลการเรียนรู้ที่กำาหนดไว้ในหลักสูตร

 วัตถุประสงค์ของการเขียนหนังสือเล่มนี้ เพื่อให้ผู้เรียนได้เรียนรู้ในสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ 

ตามผลการเรียนรู้ เน้นการเชื่อมโยงความรู้กับกระบวนการทักษะการเรียนรู้ใน ศตวรรษที่ 21 ฝึกทักษะ

ตามสาระเพื่อวัดผลประเมินผลตนเอง มีกิจกรรมส่งเสริมให้เกิดทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์ 

มีความสามารถในการแก้ปัญหา การให้เหตุผล การส่ือสาร การส่ือความหมายทางคณิตศาสตร์ 

การนำาเสนอ การเชื่อมโยงความรู้ต่างๆ ทางคณิตศาสตร์และเชื่อมโยงคณิตศาสตร์กับศาสตร์อ่ืนๆ ให้เกิด

ความคิดริเร่ิมสร้างสรรค์และมีความเช่ือม่ันในตนเอง และมีส่วนร่วมในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้ตลอดจน

การวัดและประเมินผลการเรียนรู้ของผู้เรียน

 หนังสือเรียนเล่มนี้ประกอบด้วย 3 หน่วยการเรียนรู้ แต่ละหน่วยการเรียนรู้ได้มีสาระการเรียนรู้

ระบุผลการเรียนรู้ มีภาพและคำาถามเข้าสู่บทเรียน แนวคิดสำาคัญของแต่ละเรื่อง กิจกรรมตรวจสอบ 

การเรียนรู้ กิจกรรมสะเต็มศึกษา/กิจกรรมบูรณาการ บทสรุปเนื้อหาและแบบทดสอบวัดผลสัมฤทธิ์เพื่อ

เป็นการวัดและประเมินผลการเรียนรู้ของผู้เรียน

 ผู้เรียบเรียงขอขอบคุณเป็นอย่างสูงท่ีท่านได้เลือกใช้หนังสือเรียนเล่มน้ีเป็นส่ือการเรียนรู้ ผู้เรียบเรียง

หวงัเปน็อยา่งยิง่วา่ หนงัสอืเรยีนเลม่นีจ้ะเปน็ประโยชนต์อ่คร ูนกัเรยีน และผูส้นใจโดยสง่ผลตอ่การพฒันา 

ทั้งด้านความรู้ ทักษะ ค่านิยมและคุณลักษณะอันพึงประสงค์ ตามเจตนารมณ์ที่กำาหนดไว้ในหลักสูตร

 ดร.สุนทรีย์ ป�ลวัฒน์ชัย
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พลอยจะหาระยะทางจากฐานของหอคอยไปยงัจดุ ก ไดkหรือไมj

อยjางไร

พลอยยืนอยูjบนหอคอยสูง 60 เมตร ใชkกลkองสjองทางไกล

สjองไปยงัจดุ ก ทาํมมุกkม 30 องศากบัเสkนแนวระดบัสายตา 
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3หน่วยการเรียนรู้ที่ 1 îŠงก์ชันตรีčกณมิติ

1. îŠงก์ชันตรีčกณมิติ

1.1 วงกลมหนึ่งหน่วย

วงกóมหนĄ่งหน่วย หมายถึง วงกลมที่มีจุดศูนย์กลางที่จุด (0, 0) และรัศมียาว 1 หน่วย ซึ่ง

วงกลมนี้เป็นกราฟของความสัมพันธ์ \(x, y) ! R!R|x2
"y2  #  1}

 เมื่อกำาหนดจำานวนจริง $ (ทีตา) ให้นักเรียนสังเกตผลที่ได้จากการปฏิบัติกิจกรรมต่อไปนี้

กิจกรรม ผóที่Ďâ้จากการéÝิบัติกิจกรรม

จากจุด (1, 0) วัดระยะไปตามส่วนโค้งของวงกลม

หนึ่งหน่วยให้ยาว ]$] หน่วย ในทิศทวนเข็มนาŬิกา 

จะถึงจุด (x, y) ซึ่งอยู่บนวงกลมหนึ่งหน่วย

จากจุด (1, 0) วัดระยะไปตามส่วนโค้งของวงกลม

หนึ่งหน่วยให้ยาว ]$] หน่วย ในทิศตามเข็มนาŬิกา 

จะถึงจุด (x, y) ซึ่งอยู่บนวงกลมหนึ่งหน่วย

ฟังก์ชนัตรโีกณมติถิกูนำาไปใช้อย่างกว้างขวาง

ในคณิตศาสตร์ขั้นสูง วิศวกรรมศาสตร์และ

วิทยาศาสตร์แขนงต่างๆ

แนวคิดสำ�คัÜ 
การกาํหนดค�าของฟ�งก�ชนัตรโีกณมติทาํได�โดยใช�

วงกลมหนึ่งหน�วย ฟ�งก�ชันตรีโกณมิติประกอบด�วย

ฟ�งก�ชันไซน� ฟ�งก�ชันโคไซน� ฟ�งก�ชันแทนเจนต� ฟ�งก�ชัน

โคแทนเจนต� ฟ�งก�ชันเซแคนต� และฟ�งก�ชันโคเซแคนต� 

ซึ่งกราฟของฟ�งก�ชันตรีโกณมิติมีลักษณะเป�นคาบ

X

Y

O (1, 0)

$(x, y)

ถ้า $ # 0 จุดปลายส่วนโค้งคือจุด (1, 0)

X

Y

O (1, 0)

(x, y)
$ตัว

อย
่าง



4 คณิตศาสตร์เพิ่มเติม ม.5 เล่ม 1

 รปูตอ่ไปนีแ้สดงตำาแหนง่ของจดุปลายสว่นโคง้ของวงกลมหนึง่หนว่ยเมือ่กำาหนดให ้$ มคีา่ตา่งกนั

X

Y

O (1, 0)

(x, y)
$  # 

p
2

X

Y

O

(x, y)

$  # %
p
2

X

Y

O (1, 0)

(x, y)

$  #  p

X

Y

O

(x, y)

$  #  %p

(x, y)

X

Y

O (1, 0)

$  #  
3p
2

X

Y

O

(x, y)

$ # %
3p
2

X

Y

O (1, 0)

(x, y)

$  #  2p

X

Y

O

(x, y)
$ # %2p

ตัว
อย
่าง



5หน่วยการเรียนรู้ที่ 1 îŠงก์ชันตรีčกณมิติ

แบบìœกúัดที่ �

หมายเหตุ

 เมื่อกำาหนดจำานวนจริง $ ให้ จะสามารถหาจุด (x, y) ซึ่งเป็นจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว

|$] หน่วย ได้เสมอ (ไม่ว่า $ จะเป็นจำานวนเท่าไร) ได้เพียงจุดเดียวเท่าน้ัน และถ้า ]$| & 2p แสดงว่า 

วัดส่วนโค้งเกิน 1 รอบ เพราะเส้นรอบวงของวงกลมหนึ่งหน่วยยาว 2p เรเดียน

 มุมที่จุดศูนย์กลางของวงกลมซึ่งรองรับด้วยส่วนโค้งของวงกลมที่ยาวเท่ากับรัศมีของวงกลมนั้น 

เป็นมุมที่มีขนาดเท่ากับ 1 เรเดียน ดังรูป

 จากรูป วงกลมมีรัศมียาว r หน่วย ความยาวส่วนโค้งยาว r หน่วย จะเรียก $ ว่ามุมที่มีขนาด

1 เรเดียน

หมายเหตุ

 ถ้าให้จุด (x, y) ใดๆ ในวงกลมหนึ่งหน่วยแทนด้วย P($) แล้ว P($)  #  P($"2np) สำาหรับ

ทุกจำานวนเต็ม n

จงเขียนวงกลมหนึ่งหน่วยและเขียนจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว $ หน่วย พร้อมทั้งบอกว่าจุดปลาย

ส่วนโค้งในแต่ละข้ออยู่ในจตุภาคใด

1. $  #  π
6

2. $  #  π
4

3. $  #  2π3 4. $  #  7π
6

5. $  #  7π
4

6. $  #  17π
6

7. $  #  % 2π
3 8. $  #  % 9π

4

X

Y

O (1, 0)

(x, y)

$  #  1  #  r

$
r  #  1

ตัว
อย
่าง



6 คณิตศาสตร์เพิ่มเติม ม.5 เล่ม 1

1.2 îŠงก์ชันďÚน์และîŠงก์ชันčคďÚน์

 ให้นักเรียนพิจารณาวงกลมหนึ่งหน่วย โดยที่ให้ P(x, y) เป็นจุดใดๆ บนเส้นรอบวงของวงกลม

หนึ่งหน่วย ลาก PA ตั้งฉากกับแกน X ที่จุด A ดังรูป

 จากรูป จะได้รูปสามเหลี่ยมมุมฉาก OAP ซึ่งเมื่อนำามาเขียนเป็นอัตราส่วนตรีโกณมิติจะได้ดังนี้

  sin $  #  PAOP #
y
1   #  y

  cos $  #  OAOP #
x
1   #  x

 นั่นคือ                        x  #  cos $ และ y  #  sin $

 ดังนั้นจึงสรุปได้ว่า

 ตัวหน้าของคู่อันดับ (x) คือ ค่า cos $

 ตัวหลังของคู่อันดับ (y) คือ ค่า sin $

 กล่าวคือ จุดบนเส้นรอบวงของวงกลมหนึ่งหน่วยเป็นค่าของ cos $ กับ sin $ ดังรูป

X

Y

O (1, 0)
$

P(x, y)

y $

Ax

X

Y

O (1, 0)
$

P(x, y)
$

sin $cos $

 นั่นคือ                         นั่นคือ                         นั่นคือ                         นั่นคือ                         นั่นคือ                         นั่นคือ                         นั่นคือ                         นั่นคือ                         นั่นคือ                         นั่นคือ                         นั่นคือ                        x  #  cos $ และ $ และ $ y  #  sin $ นั่นคือ                         นั่นคือ                        

sin $ อ่านว่า ไซน์ทีตา

cos $ อ่านว่า คอสทีตา

ตัว
อย
่าง
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 จากลักษณะการกำาหนดจุดบนเส้นรอบวงของวงกลมหนึ่งหน่วย พบว่าทุกครั้งที่มีการกำาหนด

ค่า $ จะหาจุด (x, y) ซึ่งเป็นจุดปลายของส่วนโค้งที่วัดตามแนวเส้นรอบวงโดยมีจุดเริ่มต้นที่จุด (1, 0)

ให้ยาว $ หน่วย ได้เพียงจุดเดียวเสมอ กล่าวคือ แต่ละค่าของ $ จะทำาให้เกิดค่า x เพียง 1 ค่า และค่า y

เพียง 1 ค่า จากความรู้ดังกล่าวสามารถนำามาสร้างฟังก์ชันโคไซน์และฟังก์ชันไซน์ได้ตามบทนิยามต่อไปน้ี

บทนิยาม ฟังก์ชันไซน์ หมายถึง ฟังก์ชัน f : R → R ซ่ึงนิยามว่า 

sine # \($, y) ! R!R|f($) # y}

 จากบทนิยามอาจกล่าวได้ว่า ถ้า f($)  #  (x, y) แล้ว sin $  #  y เนื่องจาก f($)  #  (x, y)

เป็นจุดบนวงกลมหนึ่งหน่วย ดังนั้น %1  '  y  '  1 นั่นคือ ถ้า $ ! R แล้ว %1  '  sin $  '  1

 ดังนั้น โดเมนของฟังก์ชันไซน์ คือ R

 เรนจ์ของฟังก์ชันไซน์ คือ <%1, 1]

บทนิยาม ฟังก์ชันโคไซน์ หมายถึง ฟังก์ชัน g : R → R

 ซึ่งนิยามว่า cosine  #  \($, x) ! R!R|g($)  #  x}

 จากบทนิยามอาจกล่าวได้ว่า ถ้า g($)  #  (x, y) แล้ว cos $  #  x เนื่องจาก g($)  #  (x, y)

เป็นจุดบนวงกลมหนึ่งหน่วย ดังนั้น %1  '  x  '  1 นั่นคือ ถ้า $ ! R แล้ว %1  '  cos $  '  1

 ดังนั้น โดเมนของฟังก์ชันโคไซน์ คือ R

 เรนจ์ของฟังก์ชันโคไซน์ คือ <%1, 1]

 เนื่องจาก P($)  #  P($"2np) เมื่อ n เป็นจำานวนเต็ม แสดงว่ามีจำานวนจริงมากมายที่ไม่เท่ากัน 

แต่ให้จุดปลายส่วนโค้งเป็นจุดเดียวกัน ดังน้ันฟังก์ชันไซน์และฟังก์ชันโคไซน์จึงไม่เป็นฟังก์ชันหน่ึงต่อหน่ึง 

 เช่น ให้ $1 #
π
2

 และ $2  #  5π2
 จะได้ว่า P($1) # P($2)  #  (0, 1)

ถ้า ($, y) ! sine แล้วจะเขียนว่า y  #  sine($) หรือ y  #  sin $

ถ้า ($, x) ! cosine แล้วจะเขียนว่า x  #  cosine($) หรือ y  #  cos $ตัว
อย
่าง



8 คณิตศาสตร์เพิ่มเติม ม.5 เล่ม 1

 ดังนั้น sin $1 # 1 และ sin $2  #  1

   cos $1 # 0 และ cos $2  #  0

 และจากสมการของวงกลมหนึ่งหน่วย x2
"y2  #  1, y  #  sin $, x  #  cos $ จะได้ความสัมพันธ์

ของ sin $ และ cos $ ดังนี้

   (cos $)2
"(sin $)2

# 1

 ดังนั้น cos2
$"sin2

$ # 1  เมื่อ $ เป็นจำานวนจริง

1.� ค่าของîŠงก์ชันďÚน์และîŠงก์ชันčคďÚน์
ค่าของîŠงก์ชันďÚน์และîŠงก์ชันčคďÚน์ของ×Ęานวน×ริงบาง×Ęานวน

จำานวนจริง	(")
ตำาċหน่งจุâéóายø่วนโค้ง

x y

0 1 0

π
2

0 1

p %1 0

3π
2 0 %1

cos2
$ หมายถึง (cos $)(cos $)

cos $
2 หมายถึง cos ของจำานวนจริง $2

ซึ่ง cos2
$  (  cos $

2

ความหมายของ sin2
$ และ sin $

2

มีความหมายในทำานองเดียวกัน

π
2

3p
2

X

Y

O
0
(1, 0)

(0,%1)

(0, 1)

(%1, 0)

p

จากวงกลมหนึ่งหน่วย

นำามาเขียนในรูปตารางได้ดังนี้ตัว
อย
่าง



9หน่วยการเรียนรู้ที่ 1 îŠงก์ชันตรีčกณมิติ

 จากบทนิยามของฟังก์ชันไซน์และฟังก์ชันโคไซน์จึงหาค่าของฟังก์ชันไซน์และฟังก์ชันโคไซน์ของ

จำานวนจริงในตารางได้ดังนี้

   sin 0 # 0 cos 0 # 1

   sin π
2

# 1 cos
π
2 # 0

   sin p # 0 cos p # %1

   sin 3π
2

# %1 cos 3π
2

# 0

 ในทำานองเดียวกันจะหาค่าของฟังก์ชันไซน์และฟังก์ชันโคไซน์ของ % π
2

, %p และ % 3π
2

 ได้ดังนี้

   sin − π
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ # %1 cos − π

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ # 0

   sin(%p) # 0 cos(%p) # %1

   sin − 3π
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ # 1 cos − 3π

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

# 0

 สังเกตได้ว่า ค่าของ sin $ และ cos $ เมื่อ $  #  nπ
2

 โดยที่ n เป็นจำานวนเต็ม หาได้จาก

พิกัดของจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว   nπ
2

   หน่วย โดยการวัดในทิศทางที่สอดคล้องกับ $ ดังกล่าว จุดปลาย

จะเป็นจุดใดจุดหนึ่งในสี่จุดได้แก่ (1, 0), (0, 1), (%1, 0) และ (0, %1)

 ต่อไปจะพิจารณาค่าของ sin $ และ cos $ โดยแบ่งเป็นกรณีดังนี้

กรณีที่	1    ค่าÐอง sin p
4 ċóþ cos p

4

 ให้ P(x, y) เป็นจุดปลายส่วนโค้งบนวงกลมหนึ่งหน่วย ซึ่งมี O เป็นจุดกำาเนิด

 สร้างรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก PAO โดยมี A^  เป็นมุมฉาก และ m(AOP
^

)  #  π
4

 แสดงว่า )PAO เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว

 ดังนั้น OA # PA

 นั่นคือ x # y

 จาก OA2
"PA2

# OP2

   x2
"y2

# 12

   x2
"x2

# 1

   2x2
# 1

   x2
#

1
2

   x # *
1
2

        กรณีที่	1                    

X

Y

O (1, 0)

(0, %1)

(0, 1)

(%1, 0)

P(x, y)

A

π
2

ตัว
อย
่าง
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 แต่ (x, y) เป็นจุดในจตุภาคที่ 1 จะได้ x  #  1
2

 ดังนั้น  x  #  y  #  1
2

  #  2
2

 จะได้ว่า จุดปลายส่วนโค้งที่ยาว π
4

 หน่วย คือ 
2

2
,   2

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 นั่นคือ  sin π
4

  #  cos π
4

  #  2
2

  !  0.7071

หมายเหตุ

 ค่าของฟังก์ชันไซน์และฟังก์ชันโคไซน์ของจำานวนจริง 3π
4
, 5π
4
, 7π
4

..., (2n +1)π
4

 เมื่อ n

เป็นจำานวนเต็ม จะหาได้โดยอาศัยวงกลมหนึ่งหน่วยเช่นกัน

กรณีที่	2    ค่าÐอง sin p
6 ċóþ cos p

6

 ให้ P(x, y) เป็นจุดบนวงกลมหนึ่งหน่วย ซึ่งมี O เป็นจุดกำาเนิด และ A(1, 0) เป็นจุดบนเส้น

รอบวงที่อยู่บนแกน X โดย AOP^   #  π
6

 และให้ B(0, 1) เป็นจุดบนเส้นรอบวงที่อยู่บนแกน Y

 เนื่องจาก AOB
^

#
π
2

 จะได้ POB
^

#
π
2

%
π
6

  #  π
3

 ให้ Q เป็นจุดในจตุภาคที่ 4 โดยที่จุด Q สมมาตรกับจุด P เมื่อมีแกน X เป็นแกนสมมาตร

 ดังนั้น จุด Q คือ (x, %y) และ AOQ^   #  AOP^   #  π
6

 ลากเส้น PB และ PQ จะพบว่า )POB " )POQ

 ดังนั้น PB # PQ

 นั่นคือ (x − 0)2+ (y − 1)2
# (x − x)2+ (y + y)2

หมายเหตุ

 ค่าของฟังก์ชันไซน์และฟังก์ชันโคไซน์ของจำานวนจริง 3π
4
, 5π
4
, 7π
4

..., (2n +1)π
4

 เมื่อ n

เป็นจำานวนเต็ม จะหาได้โดยอาศัยวงกลมหนึ่งหน่วยเช่นกัน

        กรณีที่	2            กรณีที่	         

X

Y

O(%1, 0)

B(0, 1)

A(1, 0)
P(x, y)

Q(x,%y)ตัว
อย
่าง
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   x2
"(y%1)2

# (2y)2

   x2
"y2

%2y"1 # 4y2  .....(1)

เนื่องจาก P(x, y) เป็นจุดบนวงกลมหนึ่งหน่วย ดังนั้น x2
"y2  #  1 นำาไปแทนค่าใน (1) จะได้

   1%2y"1 # 4y2

   4y2
"2y%2 # 0

   2y2
"y%1 # 0

   (2y%1)(y"1) # 0

   y #
1
2

, %1

 แต่ (x, y) เป็นจุดในจตุภาคที่ 1 จะได้ y #
1
2

 จากสมการ x2
"y2

# 1

   x2
"

1
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

# 1

   x2
"
1
4

# 1

   x2
#

3
4

   x # *
3
2

 แต่ (x, y) เป็นจุดในจตุภาคที่ 1 จะได้ x #
3
2

 ดังนั้น จุดปลายส่วนโค้งที่ยาว π
6

 หน่วย คือ 3
2

,   1
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 นั่นคือ sin π
6

#
1
2

  #  0.5

   cos π
6

#
3
2

  !  0.8660

หมายเหตุ

 คา่ของฟงักช์นัไซนแ์ละฟงักช์นัโคไซนข์องจำานวนจรงิในรปู 2np*
π
6

, 2np*
5π
6 , 2np*

7π
6

และ 2np*
11π
6  เมื่อ n เป็นจำานวนเต็ม จะหาได้โดยอาศัยวงกลมหนึ่งหน่วยเช่นกัน

หมายเหตุ

 คา่ของฟงักช์นัไซนแ์ละฟงักช์นัโคไซนข์องจำานวนจรงิในรปู 2np*
π
6

, 2np*
5π
6 , 2np*

7π
6

และ 2np*
11π
6  เมื่อ n เป็นจำานวนเต็ม จะหาได้โดยอาศัยวงกลมหนึ่งหน่วยเช่นกัน

ตัว
อย
่าง
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กรณีที่	3    ค่าÐอง sin p
3 ċóþ cos p

3

 ให้จุด P(x, y) เป็นจุดบนส่วนโค้ง AB ที่ทำาให้ส่วนโค้ง AP ยาว π
3

 หน่วย ให้จุด Q เป็นภาพ

สะท้อนของจุด P(x, y) โดยมีแกน Y เป็นเส้นสะท้อน ดังรูป

 จากรูปจะได้ว่า พิกัดของจุด Q คือ (%x, y) และส่วนโค้ง CQ ยาว π
3

 หน่วย

 เนื่องจากส่วนโค้งของครึ่งวงกลมนี้ยาว p หน่วย

 ดังนั้นส่วนโค้ง PQ ยาว π
3

 หน่วยด้วย

 จะได้ว่า ระยะทางระหว่างจุด PQ ยาวเท่ากับระยะทางระหว่างจุด PA

 นั่นคือ PQ # PA

   (x + x)2 + (y − y)2
# (x − 1)2+(y − 0)2

   (x + x)2
# (x − 1)2+ y2

   4x2
# x2

%2x"1"y2

   4x2
"2x%2 # 0  (เนื่องจาก x2

"y2  #  1)

   2(2x%1)(x"1) # 0

   x #
1
2

, %1

 แต่ (x, y) เป็นจุดในจตุภาคที่ 1 จะได้ x  #  1
2

 จากสมการ x2
"y2

# 1

   1
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
2

"y2
# 1

   1
4

"y2
# 1

   y2
#

3
4

   y # *
3
2

        กรณีที่	3                    

X

Y

O

B(0, 1)

A(1, 0)

P(x, y)Q(%x, y)

C

ตัว
อย
่าง
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 แต่ (x, y) เป็นจุดในจตุภาคที่ 1 จะได้ y #
3
2

 ดังนั้น จุดปลายส่วนโค้งที่ยาว π
3

 หน่วย คือ 1
2

,   3
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 นั่นคือ sin π
3

#
3
2

  !  0.8660

   cos π
3

#
1
2

  #  0.5

หมายเหตุ

 คา่ของฟงักช์นัไซนแ์ละฟงักช์นัโคไซนข์องจำานวนจรงิในรปู 2np*
π
3

, 2np*
2π
3

, 2np*
4π
3

และ 2np*
5π
3

 เมื่อ n เป็นจำานวนเต็ม จะหาได้โดยอาศัยวงกลมหนึ่งหน่วยเช่นกัน

ค่าของîŠงก์ชันďÚน์และîŠงก์ชันčคďÚน์ของ×Ęานวน×ริงĎãđ

 พิจารณาค่าของ sin $ และ cos $ เมื่อ $ เป็นจำานวนจริงใดๆ โดยแบ่งเป็นกรณีดังนี้

กรณีที่	1     การหาค่าÐอง sin(#") ċóþ cos(#")	เมą่อ	"	เéšนจำานวนจริงบวก

 ถ้ากำาหนดให้ $ เป็นจำานวนจริงบวกแล้ว %$ จะเป็นจำานวนจริงลบ การหาค่าของ sin(%$) และ 

cos(%$) หาได้จาก sin $ และ cos $ ซึ่งมีความสัมพันธ์กันด้วยความสัมพันธ์ที่จะกล่าวต่อไปนี้

 สมมุติให้จุด P($)  #  (x, y)

 เนื่องจาก P($) เป็นจุดบนวงกลมหนึ่งหน่วย ซึ่งวัดจากจุด A(1, 0) ไปในทิศทวนเข็มนาŬิกาด้วย

ความยาว ]$] หน่วย

 และ P(%$) เป็นจุดบนวงกลมหนึ่งหน่วย ซึ่งวัดจากจุด A(1, 0) ไปในทิศตามเข็มนาŬิกาด้วย

ความยาว ]$] หน่วย เช่นกัน

 ดังนั้น จุด P($) และจุด P(%$) จะสมมาตรกันโดยมีแกน X เป็นแกนสมมาตร แสดงว่า

จุด P(%$)  #  (x, %y) ดังรูป

หมายเหตุ

 คา่ของฟงักช์นัไซนแ์ละฟงักช์นัโคไซนข์องจำานวนจรงิในรปู 2np*
π
3

, 2np*
2π
3

, 2np*
4π
3

และ 2np*
5π
3

 เมื่อ n เป็นจำานวนเต็ม จะหาได้โดยอาศัยวงกลมหนึ่งหน่วยเช่นกัน
3

 เป็นจำานวนเต็ม จะหาได้โดยอาศัยวงกลมหนึ่งหน่วยเช่นกัน
3

          กรณีที่	กรณีที่	1               กรณีที่	      กรณีที่	      

X

Y

O

P($)  #  (x, y)

A(1, 0)

P(%$)  #  (x, %y)

$
%$

ตัว
อย
่าง
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 จากบทนิยามของฟังก์ชันไซน์และฟังก์ชันโคไซน์ จะได้ว่า

   sin $ # y และ sin(%$) # %y

   cos $ # x และ cos(%$) # x

 ดังนั้น จึงสรุปความสัมพันธ์ระหว่าง sin $ กับ sin(%$) และ cos $ กับ cos(%$) ได้ดังนี้

   sin(%$) # %sin $

   cos(%$) # cos $

ตัวอย่างที่	1

จงหาค่าของ sin − π
3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟  และ cos − π

3
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

วิธีทำา เนื่องจาก sin π
3

#
3
2

 และ cos π
3

#
1
2

 ดังนั้น sin − π
3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

# %sin π
3

# %
3
2

 และ cos − π
3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

# cos π
3

#
1
2

ตอบ

กรณีที่	2     การหาค่าÐอง	sin " ċóþ cos "	เมą่อ	"  &  2p

 ถ้า $  &  2p และหาร $ ด้วย 2p แล้วได้ n เหลือเศษ + (แอลฟา) นั่นคือ $  #  2np"+ เมื่อ 

n เป็นจำานวนเต็มบวก และ 0  '  +  ,   2p

 เนื่องจาก P(2np"+) # P(+)

 ดังนั้น P($) # P(+)

 จึงสรุปความสัมพันธ์ในการหา sin $ และ cos $ เมื่อ $  &  2p ได้ดังนี้

   sin $  #  sin(2np"+) # sin +

   cos $  #  cos(2np"+) # cos +

          กรณีที่	กรณีที่	2               กรณีที่	           

sin $  #  sin(2np"+)+)+ # sin +

cos $  #  cos(2np"+)+)+ # cos +

สังเกตได้ว่า ถ้าหาค่าของฟังก์ชันไซน์และฟังก์ชัน

โคไซน์ของจำานวนจริงที่มีค่าตั้งแต่ 0 ถึง 2p ได้แล้ว 

จะหาค่าของฟังก์ชันไซน์และฟังก์ชันโคไซน์ของ

จำานวนจริงบวกทุกจำานวนได้ด้วย ซึ่งจะทำาให้หาค่า

ของฟงักช์นัไซนแ์ละฟงักช์นัโคไซนข์องจำานวนจรงิลบ

ทุกจำานวนได้เสมอ

sin(%$)$)$ # %sin $

cos(%$)$)$ # cos $

ตัว
อย
่าง
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ตัวอย่างที่	2

จงหาค่าของ sin 37π
6

 และ cos − 13π
4

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

วิธีทำา เนื่องจาก  37π
6

# 6p"
π
6

  #  (3!2p)" π
6

 ดังนั้น sin 37π
6

# sin (3 × 2π) + π
6

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟   #  sin π

6
  #  1

2

 และ cos − 13π
4

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ # cos

13π
4

  #  cos 2π + 5π
4

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
  #  cos 5π

4
  #  % 2

2
ตอบ

กรณีที่	3    การหาค่าÐอง	sin " ċóþ cos "	เมą่อ	 p
2

  ,   "  ,   p

 ให้ P(x, y) เป็นจุดบนวงกลมหนึ่งหน่วย ซึ่งมี O เป็นจุดกำาเนิด และ A(1, 0) เป็นจุดบน

เส้นรอบวงที่อยู่บนแกน X ทางด้านบวก พิจารณารูปของมุม $ ต่อไปนี้

 จากรูป ถ้าให้แกน Y เป็นแกนสมมาตร จะได้ว่า จุด Q(%x, y) จะเป็นจุดที่สมมาตรกับ

จุด P(x, y) ดังรูป

 เนื่องจากต้องการหามุมที่มี OA เป็นด้านเริ่มต้น และ OQ เป็นด้านสิ้นสุด ดังนั้นขนาดของมุม

ดังกล่าวเท่ากับ p%$ เรเดียน ดังรูป

        กรณีที่	3                    

X

Y

O

(0, 1)

A(1, 0)

P(x, y)

(%1, 0)
$

(0, %1)

(0, %1)

X

Y

O

(0, 1)

A(1, 0)

P(x, y)

(%1, 0)
$$

Q(%x, y)

X

Y

O

(0, 1)

A(1, 0)

P(x, y)

(%1, 0)
$

p%$

Q(%x, y)

(0, %1)

ตัว
อย
่าง
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 เพราะว่า Q เป็นจุดบนวงกลมหนึ่งหน่วยที่มีพิกัดตัวหน้าเป็น %x และพิกัดตัวหลังเป็น y

 จะได้ว่า cos(p%$) # %x

   sin(p%$) # y

 แต่ x  #  cos $ และ y  #  sin $

 ดังนั้น sin(p%$) # sin $ เมื่อ 0  ,   $  ,   π2

   cos(p%$) # %cos $ เมื่อ 0  ,   $  ,   π
2

ตัวอย่างที่	3

กำาหนดให้ sin π
9

  #  0.34 และ cos π
9

  #  0.94

จงหาค่าของ sin 8π
9

 และ cos 8π
9

วิธีทำา sin 8π
9

   #  sin π − π
9

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟   #  sin π

9
  #  0.34

cos 8π
9

  #  cos π − π
9

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟   #  %cos π

9
  #  %0.94 ตอบ

กรณีที่	4    การหาค่าÐอง	sin " ċóþ cos "	เมą่อ	 p   ,   "  ,    
3p
2

 ให้ P(x, y) และ Q(%x, y) เป็นจุดบนวงกลมหนึ่งหน่วย ซึ่งมี O เป็นจุดกำาเนิด และ A(1, 0) เป็น

จุดบนเส้นรอบวงที่อยู่บนแกน X ทางด้านบวก โดยที่จุด Q(%x, y) เป็นจุดที่สมมาตรกับจุด P(x, y) จาก

รูปข้างล่าง ถ้าใช้แกน X เป็นแกนสมมาตร และหาจุดที่สมมาตรกับจุด Q จะได้ R(%x, %y) เป็นจุดที่

สมมาตรกับจุด Q ดังรูป

 จากรูป พบว่าจุด P และจุด R อยู่ในแนวเส้นตรงเดียวกัน

sin(p%$)$)$ # sin $ เมื่อ $ เมื่อ $ 0  ,   $  ,   π2

cos(p%$)$)$ # %cos $ เมื่อ $ เมื่อ $ 0  ,   $  ,   π
2

        กรณีที่	4                    

X

Y

O

(0, 1)

A(1, 0)

P(x, y)

(%1, 0)
$$

$

Q(%x, y)

R(%x, %y)
(0, %1)

ตัว
อย
่าง
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 แต่เนื่องจากต้องการหามุมที่มี OA เป็นด้านเริ่มต้น และ OR เป็นด้านสิ้นสุด ดังนั้นขนาดของ

มุมดังกล่าวเท่ากับ p"$ เรเดียน ดังรูป

 เพราะว่า R เป็นจุดบนวงกลมหนึ่งหน่วยที่มีพิกัดตัวหน้าเป็น %x และพิกัดตัวหลังเป็น %y

 จะได้ว่า cos(p"$) # %x

   sin(p"$) # %y

 แต่ x  #  cos $ และ y  #  sin $

 ดังนั้น sin(p"$) # %sin $ เมื่อ 0  ,   $  ,   π2

   cos(p"$) # %cos $ เมื่อ 0  ,   $  ,   π
2

ตัวอย่างที่	4

กำาหนดให้ sin π
9

  #  0.34 และ cos π
9

  #  0.94

จงหาค่าของ sin 10π
9

 และ cos 10π
9

วิธีทำา sin 10π
9

   #  sin π + π
9

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟   #  %sin π

9
  #  %0.34

cos 10π
9

  #  cos π + π
9

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟   #  %cos π

9
  #  %0.94 ตอบ

กรณีที่	5     การหาค่าÐอง	sin " ċóþ cos "	เมą่อ	 3p
2   ,   "  ,   2p

 ในทำานองเดียวกัน สามารถทำาต่อเนื่องจากกรณีที่ 4 โดยใช้แกน Y เป็นแกนสมมาตร หาจุดที่

สมมาตรกับจุด R จะได้จุด S(x, %y) เป็นจุดที่สมมาตรกับจุด R ดังรูป

X

Y

O

(0, 1)

A(1, 0)(%1, 0)
$

(0, %1)

p"$

R(%x, %y)

 เมื่อ sin(p"$)$)$ # %sin $ เมื่อ $ เมื่อ $ 0  ,   $  ,   π2

cos(p"$)$)$ # %cos $ เมื่อ $ เมื่อ $ 0  ,   $  ,   π
2

 เมื่อ 

S(x, %y)

X

Y

O

(0, 1)

A(1, 0)

P(x, y)

(%1, 0)
$
$$

Q(%x, y)

R(%x, %y)
(0, %1)

ตัว
อย
่าง



18 คณิตศาสตร์เพิ่มเติม ม.5 เล่ม 1

 เนื่องจากต้องการหามุมที่มี OA เป็นด้านเริ่มต้น และ OS เป็นด้านสิ้นสุด ดังนั้นขนาดของมุม

ดังกล่าวเท่ากับ 2p%$ เรเดียน ดังรูป

 เพราะว่า S เป็นจุดบนวงกลมหนึ่งหน่วยที่มีพิกัดตัวหน้าเป็น x และพิกัดตัวหลังเป็น %y

 จะได้ว่า cos(2p%$) # x

   sin(2p%$) # %y

 แต่ x  #  cos $ และ y  #  sin $

 ดังนั้น sin(2p%$) # %sin $ เมื่อ 0  ,   $  ,   π2

   cos(2p%$) # cos $ เมื่อ 0  ,   $  ,   π
2

ตัวอย่างที่	5

กำาหนดให้ sin π
9

  #  0.34 และ cos π
9

  #  0.94

จงหาค่าของ sin 17π
9

 และ cos 17π
9

วิธีทำา sin 17π
9

   #  sin 2π − π
9

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟   #  %sin π

9
  #  %0.34

 cos 17π
9

  #  cos 2π − π
9

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟   #  cos π

9
  #  0.94  ตอบ

X

Y

O

(0, 1)

A(1, 0)(%1, 0)

(0, %1)

2p%$

S(x, %y)

$

ตัว
อย
่าง
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แบบìœกúัดที่ �

1. จงพิจารณาว่าจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว $ หน่วย อยู่ในจตุภาคใด 

  (1) sin $  &  0 (2) sin $  &  0 และ cos $  ,   0

  (3) sin $  ,   0 และ cos $  &  0 (4) sin $  ,   0 และ cos $  ,   0

  (5) cos $  &  0 (6) sin $ cos $  &  0

  (7) cos $  ,   0 (8) sin $ cos $  ,   0

2. จงหาพิกัดของจุดปลายของส่วนโค้งแต่ละจุดบนวงกลมหนึ่งหน่วยต่อไปนี้

3. จงหาค่าของ sin $ และ cos $ เมื่อ $ เป็นจำานวนจริงต่อไปนี้

   (1) 5p (2) %3p (3)
9π
2 (4) %

7π
2

(5) 64p

   (6) %47p (7) 27π
2

(8) %
13π
2 (9) 31p (10) %66p

   (11)
9π
4 (12)

13π
3 (13) 19π

6
(14)

21π
4

(15) %
23π
6

   (16) %
29π
3 (17) %

17π
6

(18) 100π
3

(19) %
201p

4 (20) %
95π
6

4. ถ้า cos2
$%sin2

$  #  1
2

 เมื่อ 3π
2

  '  $  '  2p จงหาค่าของ sin $

5. จงพิจารณาแต่ละข้อต่อไปนี้ว่าเป็นจริงหรือเป็นเท็จ

  (1) ค่าของ sin − 3π
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟  มีค่าเท่ากับ sin

π
2

  (2) ถ้า π
2

  '  $  '  p แล้ว cos $  '  sin $

11p
6

2p
3 p

3
p
4

p
6

3p
4

5p
6

7p
6
5p
4 4p

3 5p
3

7p
4

X

Y

(1, 0)O

A

L
KJI

H
G

F
E
D

B
C
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  (3) ค่า cos $ เพิ่มขึ้นเมื่อ 0  '  $  '  p

  (4) ถ้า 
3π
2   '  $  '  2p แล้ว %1  '  cos $  '  1 และ %1  '  sin $  '  0

  (5) มีจำานวนจริง $ ที่ทำาให้สมการ cos $  #  3 เป็นจริง

6. กำาหนดให้ sin π
12

  #  0.26 และ cos π
12

  #  0.97 จงหาค่าของ

  (1) sin − π
12

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ (2) cos − π

12
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

  (3) cos 11π
12

(4) sin
13π
12

  (5) sin
23π
12 (6) cos

25π
12

7. กำาหนดให้ 0  '  $  '  π2  และ sin $  #  0.42 จงหาค่าของ

  (1) cos $ (2) sin(p%$)

  (3) cos(p%$) (4) cos($%2p)

  (5) sin(2p%$) (6) cos(p"$)

1.� îŠงก์ชันตรีčกณมิติอื่นđ

 นอกจากฟงักช์นัไซนแ์ละฟงักช์นัโคไซนท์ีก่ลา่วมาแลว้ ยงัมฟีงักช์นัตรโีกณมติทิีส่ำาคญัอกี 4 ฟงักช์นั

ต่อไปนี้

บทนิยาม กำาหนดให้ $ เป็นจำานวนจริง

1. ฟังก์ชันแทนเจนต์ คือฟังก์ชันที่นิยามว่า

   tangent $ #
sin θ
cos θ

  เมื่อ cos $  (  0

2. ฟังก์ชันโคแทนเจนต์ คือฟังก์ชันที่นิยามว่า

   cotangent $ #
cos θ
sin θ

  เมื่อ sin $  (  0

3. ฟังก์ชันเซแคนต์ คือฟังก์ชันที่นิยามว่า

   secant $ #
1

cos θ  เมื่อ cos $  (  0

4. ฟังก์ชันโคเซแคนต์ คือฟังก์ชันที่นิยามว่า

   cosecant $ #
1

sin θ   เมื่อ sin $  (  0

ตัว
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75.-
ผู้เรียบเรียง 
สุนทรีย์ ปาลวัฒน์ชัย

ช้ันมัธยมศึกษาปีท่ี 5
ตามผลการเรียนรู้ กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. 2560) 

ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช 2551

5ม.
คณิตศาสตร์

เล่ม 1

ราคา XXX บาท

คณิตศาสตร์
ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4

หน
ังสือเรียน

รายวิชาเพ
ิ่มเติม คณ

ิตศาสตร์ ชั้น
มัธยมศึกษาปีที่ 5 เล่ม 1

ราคา 75 บาท

หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติม 
คณิตศาสตร์์ 

ช้ันมัธยมศึกษาปีท่ี 5 เล่ม 1

หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเติม
ใบประกันคุณภาพสื่อการเรียนรู้รายวิชาเพิ่มเติม

	 หนงัสอืเรยีนรายวชิาเพิม่เตมิ	 คณติศาสตร์	 ชัน้มธัยมศกึษาปีที	่ 5	 เล่ม	 1	ตามผลการเรียนรู้	 กลุม่สาระการเรยีนรู ้

คณิตศาสตร์	 (ฉบับปรับปรุง	 พ.ศ.	 2560)	 ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน	 พุทธศักราช	 2551	 เล่มนี ้

บริษัท	 แม็คเอ็ดดูเคชั่น	 จ�ากัด	 เป็นผู ้จัดพิมพ์เผยแพร่	 และจ�าหน่าย	 โดยได้จัดท�าค�าอธิบายรายวิชาเพิ่มเติมที่มี 

ทั้งผลการเรียนรู้	 สาระการเรียนรู้เพิ่มเติมและองค์ประกอบส�าคัญอื่นที่บริษัทฯ	 จัดท�าขึ้น	 เพื่อให้สถานศึกษาได้เทียบเคียง 

กับหลักสูตรของสถานศึกษา	และพิจารณาเลือกใช้หนังสือนี้ประกอบการจัดการเรียนรู้	ให้สอดคล้องกับหลักสูตรสถานศึกษา

ของตนได้ตามความเหมาะสม

	 ผู้เรียบเรียง	 ดร.สุนทรีย์	ปาลวัฒน์ชัย

	 ผู้ตรวจ	 	 1.	รศ.นงนุช	สุขวารี

	 	 	 2.	ผศ.	ดร.สุชัย	ตนัยอัชฌาวุฒ

	 	 	 3.	นางยุพดี	มงคลจินดาวงศ์

	 บรรณาธิการ	 นายทรงวิทย์	สุวรรณธาดา

	 บริษัท	แมค็เอด็ดเูคชัน่	จ�ากัด	ขอรบัรองว่า	ผูเ้รยีบเรยีง	ผูต้รวจ	และบรรณาธกิาร	ดงักล่าว	เป็นผูท้ีม่คีวามรูค้วามสามารถ

ในการจัดท�าหนังสือนี้ให้มีความถูกต้องและมีคุณภาพในการจัดการเรียนรู้ตามวัตถุประสงค์ของรายวิชาเพิ่มเติมที่ก�าหนด 

	 หากผูใ้ช้หนงัสอืหรอืส�านกังานคณะกรรมการการศกึษาขัน้พืน้ฐานพบว่า	หนงัสอืเล่มนีม้ข้ีอบกพร่อง	เนือ้หาไม่ถกูต้อง 

เกิดผลเสียหายต่อการเรียนรู้	ส่งผลกระทบทั้งด้านคุณธรรม	จริยธรรม	และความมั่นคงของชาติ	เมื่อบริษัทฯ	ได้ทราบแล้ว	

บริษัทฯ	 ยินดีงดการจ�าหน่ายทันที	 และเรียกเก็บหนังสือที่จ�าหน่ายทั้งหมดเพื่อแก้ไขให้ถูกต้อง	 ตลอดจนชดใช้ค่าเสียหาย 

ทีเ่กดิขึน้จรงิให้กบัผูท้ีไ่ด้รบัความเสยีหายนัน้	ทัง้นีใ้ห้เป็นไปตามพระราชบญัญตัคิุม้ครองผูบ้รโิภค	พ.ศ.	2522	พระราชบญัญตัิ

คุ้มครองผู้บริโภค	 (ฉบับที่	 2)	 พ.ศ.	 2541	 และพระราชบัญญัติคุ้มครองผู้บริโภค	 (ฉบับที่	 3)	 พ.ศ.	 2556	 รวมทั้งยินยอม 

ให้ส�านักงานคณะกรรมการการศึกษาขั้นพื้นฐานถอดถอนรายชื่อหนังสือนี้ออกจากบัญชีก�าหนดสื่อการเรียนรู ้ส�าหรับ 

เลือกใช้ในสถานศึกษาไปก่อนจนกว่าจะได้รับแจ้งว่ามีการแก้ไขแล้ว	พร้อมทั้งการแจ้งประชาสัมพันธ์ให้สถานศึกษาทราบ

       

	 	 	 	 	 	 	 	(ลงชื่อ)...............................................ผู้รับรอง

	 	 	 	 	 	 	 	 	(นายคมพิชญ์	พนาสุภน)

	 	 	 	 	 	 	 	 				กรรมการผู้จัดการ

	 	 	 	 	 	 	 							บริษัท	แม็คเอ็ดดูเคชั่น	จ�ากัด
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